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SONUGC RAPORU

Proje calismasi yapilirken ilk olarak detayl bir kaynak taramasi ve arsiv arastirmasi
yapilmistir. Konu ile ilgili mevcut yapiimis olan en énemli ¢alismalar derlenmis ve projenin
olusumu asamasinda kullanilacak olan galismalar tek tek incelenmistir. Kaynak arastirmasi
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verilen tez calismasi icerisinde detaylan ile agiklanmistir. Proje kapsaminda ydrutilen tez
calismasinin  “3.BOLUM’0 hedeflenen projenin ana catisini olusturmaktadir. Tez
calismasinin diger bélimleri ise proje konusu ile ilgili sonuglara ulasmak icin calisiimis ve
proje kapsaminda hedeflenen tez bélimine ulasmak icin elde edilen bulgular diger
bélimlerde sunulmustur.

BAP Koordinasyon Birimi tarafindan saglanan destekler araciligiyla tez proje calismasi
yuratilirken kaynak ve sarf malzeme eksigi yeterince giderilmistir. Bunun yani sira
uluslararasi kongre katillim destegi sayesinde tez projesi kapsaminda hedeflenen konferansa
katilim saglanmistir.

Tez calismasinin sunulmasi ve olusturulan savunma sinav jurisi tarafindan oy birligi ile
basaril  bulunmasi neticesinde projeye baslarken koyulan hedeflerin  tamami
gerceklestirilmistir.

Asagida Sure KOME ve Hafize GUN tarafindan bu tez calismasi boyunca yapilmis olan
calismalar listelenmektedir.
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Bu tez ¢alismasi dort bolimden olugsmaktadir.
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tanimlari, Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar1 ve baz1 Onemli 6zdeslikleri

incelenmistir.

Uclincii boliimde, iki periyotlu q —Fibonacci ve g —Lucas 2% —ionlar1 kavramlari
tanimlanmistir. Ayrica bu boliimde, bu kavramlarin toplam formiilleri ve Catalan,
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ABSTRACT
This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the literature on the subject has been searched and basic definitions

and theorems are given.

In the second chapter, the definitions of the modified generalized Fibonacci and Lucas

2K —jons, Binet formulas, Generating functions and some important identities are

investigated.
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BOLUM 1
1.1. Giris

Gecmisten bugiine kadar yapilan ¢alismalar evrendeki tiim hareketlerin bir diizene goére
oldugunu gostermektedir. Bu diizenin detaylar1 incelendik¢e matematik biliminin yeri

oldukca 6nem kazanmaktadir.

Leonardo Fibonacci, Orta Cagin en biiyik matematik¢ilerinden biri olarak
bilinmektedir. Yaptig1 calismalar ile klasik donem matematigine birgok katkida
bulunmustur. Italyan matematik¢i 1170 yilinda Pisa °da diinyaya gelmistir. Hemen
hemen biitiin Akdeniz {ilkelerini gezen Fibonacci bir¢cok iinlii matematik¢i ile de

calisma imkan1 bulmustur.

1202 senesinde yazdig1 “Liber Abaci” adli kitabinda sayilarin arasindaki iliskilerden,
tavsan problemine kadar o doneme ait bir¢ok konuya deginmistir [1]. Ayrica
giinimiizde ilkokulda 6gretilen dort islem gibi aritmetik islemlerini de uygulamalarla

aciklamistir.

Leonardo Fibonacci ’nin bu kitabinda dort tarafi gevrili bir ortamda bulunan tavsan
ailesinin artisini her ay goézlemlemis ve gézlem sonuglarini siirekli not almistir. Her
tavsan ¢ifti erginlestikten sonra bir ¢ift yavrulayip onun da bir ay sonra bir gift
yavrulayacagi ortamda tavsanlarin iiremesinin zamana bagli degisiklik gosterdigini
gozlemlemistir ve bu tavsanlarin 1 —1—2—-3—-5—-8—13 —21 — 34 ... seklinde
tiredigi sonucuna ulasmistir. Ayrica bu sayilarin rastgele olusmadigi, her terimin
kendinden onceki iki terimin toplami seklinde devam ettigi kanisina varmustir.
Devaminda bu sayilarin birbirine boliimiiniin say1 biiytuidiik¢e 1,618 ... sayisina yani
“altin oran” a yakinsadigini kesfetmistir. Yani, bir Fibonacci sayisinin kendinden bir
onceki saylya boliimii ile elde edilmis sonu¢ yaklasik 1,618 ...dir. Ornegin; 6765 /
4181 = 1,618... sonucunu vermektedir. Fibonacci dizisi olarak bilinen bu dizi altin

oranin en 6nemli matematiksel gosterimlerinden biri olarak verilmektedir.



Altin oran ve Fibonacci sayilari, glinlimiizde bulunan insan yapimi bir¢ok ¢alismada yer
almistir. Bununla birlikte dogada var olan ¢ogu nesnede altin oranin var oldugu tespit

edilmistir. Bu duruma en giizel 6rnek insan viicudu ve bitkilerdir.

1.2. Amac ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci iki periyotlu Fibonacci ve Lucas 2% —ionlarini tamimlayarak,
bu dizilerin ozelliklerini aragtirmaktir. Ayrica, iki periyotlu Fibonacci ve Lucas
2% —jonlariin bir genellestirilmesi olan iki periyotlu q —Fibonacci ve g —Lucas
2% —ionlar1 da tanimlanacaktir. Buna ek olarak tanimlanan dizilerin toplam formiilleri

ve ¢esitli 6zdeslikleri de ispatlanacaktir.

1.3. Kaynak Arastirmasi

Bu kisimda tez icerisinde kullanilan ¢alismalar hakkinda bilgiler verilecektir.

Fibonacci (1202), “Liber Abaci” kitabinda sayilar arasindaki iligkilerle ve tavsan
problemleriyle ilgilenmistir. Giliniimiizde kullanilan dort islemi uygulamalarla

aciklamistir [1].

Horadam (1963), “Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions™ isimli
calismasinda kompleks Fibonacci sayilarini elde etmis ve Fibonacci kuaterniyonlari

tizerine ¢alismalarini sunmustur [8].

Iyer (1969), “A note on Fibonacci quternions” isimli calismasinda Fibonacci
kuaterniyonlarinin ve genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarinin ¢esitli 6zelliklerini

tanimlamistir [18].

Falcon ve Plaza (2007), “On the Fibonacci k —numbers” isimli ¢alismalarinda
k —Fibonacci dizisini tanimlamislardir. Ayrica bu dizinin pek ¢ok 6nemli 6zdesligini de

sunmuslardir [29].



Falcon ve Plaza (2007), “The k —Fibonacci sequence and the Pascal 2-triangle” isimli
calismalarinda hem klasik Fibonacci dizisini hem de Pell dizisini genellestirmislerdir.
Ayrica bu sayilarin pek cok ozelligini sunmuslardir ve Pascal 2-tiggeni olarak

adlandirilan tiggen ile iliskilendirmislerdir [4].

Edson ve Yayenie (2009), “A new generalization of Fibonacci sequence & extended
Binet’s formula™ isimli ¢alismalarinda Fibonacci dizisinin yeni bir genellemesi olan iki
periyotlu Fibonacci dizilerini tanimlamiglardir. Ayrica bu dizilere ait Binet formiilii,

tirete¢ fonksiyonu ve bazi 6nemli 6zdesliklerini elde etmislerdir [5].

Koshy (2011), “Fibonacci and Lucas numbers with applications™ isimli ¢aligmasinda
Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi énemli 6zdesliklerini elde etmis ve bu sayilarin

O6nemli uygulamalarini sunmustur [2].

Yayenie (2011), “A note on generalized Fibonacci sequences” isimli ¢alismasinda iki
periyotlu Fibonacci sayilarinin dzelliklerini incelemistir. Ayrica modifiye edilmis
genellestirilmis Fibonacci say1 dizisini tamimlayarak bu diziye ait Binet formiilii ve

tirete¢ fonksiyonunu da sunmustur [6].

Halic1 (2012), “On Fibonacci quaternions™ isimli ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarinin bazi 6zelliklerini arastirmis, lirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri ve

baz1 6zdesliklerini elde etmistir [19].

Bilgici (2014), “Two generalizations of Lucas sequence” isimli ¢alismasinda modifiye
edilmis genellestirilmis Lucas dizisini tanimlamistir. Bu dizinin {irete¢ fonksiyonu,
genellestirilmis Binet formiilii ve modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci dizisi ile

arasindaki iliskiden bahsetmistir [7].

Halic1 (2015), “On dual Fibonacci octonions™ isimli ¢alismasinda dual Fibonacci
oktonyonlarini tanimlamistir. Ayrica bazi temel cebirsel 6zelliklerini, Binet formiillerini

ve tirete¢ fonksiyonlarini sunmuglardir [10].



Kegilioglu ve Akkus (2015), “The Fibonacci octonions” isimli ¢aligmalarinda Fibonacci
ve Lucas oktonyonlarini elde etmislerdir. Ayrica Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlari

ve bazi 6nemli 6zdesliklerini de bu ¢alismalarinda elde etmislerdir [11].

Akkus ve Kegilioglu (2015), “Split Fibonacci and Lucas octonions” isimli
calismalarinda split Fibonacci ve Lucas oktonyonlari ile ilgili bir ¢alisma sunmuslardir.
Bu c¢alismada oncelikle split Fibonacci ve Lucas oktonyonlari tanimlanmis olup

sonrasinda bazi 6nemli 6zdesliklere yer verilmistir [12].

Ramirez (2015), “Some combinatorial properties of the k —Fibonacci and the k —Lucas
quaternions” isimli ¢alismasinda k —Fibonacci ve k —Lucas kuaterniyonlarini
tanimlamis ve bu kavramlarin iirete¢ fonksiyonu ve Binet formiillerine de yer vermistir.

Ek olarak Catalan ve Cassini 6zdesliklerini ifade etmistir [13].

Tan ve calisma arkadaglart (2016), “A note on bi-periodic Fibonacci and Lucas
quaternions” isimli caligmalarinda iki periyotlu Fibonacci kuaterniyonlar ile iliski
kurarak iki periyotlu Lucas kuaterniyonlarini tanimlamiglardir. Bu iki kavram
arasindaki iliskiden bahsetmislerdir. Ayrica bu kuaterniyonlarin iireteg fonksiyonu ve

Binet formiilleri ve baz1 6nemli 6zdesliklerini hesaplamislardir [9].

Syznal-Liana ve Wloch (2016), “The Pell quaternions and the Pell octonions™ isimli

calismalarinda Pell kuaterniyonlar1 ve Pell oktonyonlarini tanimlamislardir [14].

Syznal-Liana ve Wloch (2016), “A note on Jacobsthal quaternions™ isimli
calismalarinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarina giris yapmuslardir.
Ayrica bu calismada Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlari arasindaki iligkiyi

incelemis ve bu kuaterniyonlarin matris gosterimlerine yer vermistir [15].

Yilmaz ve ¢alisma arkadaslari (2016), “The bi-periodic Fibonacci octonions” adl
calismainda iki periyotlu Fibonacci oktonyonlarini tanimlamis ve lirete¢ fonksiyonunu

hesaplamislarir. Ayrica baz1 nemli 6zdesliklerini de ifade etmislerdir [16].



Cimen ve Ipek (2017), “On Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas octonions” isimli
calismalarinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlarini tanimlamislardir. Buna ek

olarak aralarindaki iliskiden de bahsetmislerdir [17].

Yilmaz ve calisma arkadaslari (2017), “On the bi-periodic Lucas octonions™ adli
calismalarinda iki periyotlu Lucas oktonyonlarini tanimlamis ve tirete¢ fonksiyonunu
hesaplamiglardir. Ayrica baz1 énemli 6zdesliklerini ve toplam formiillerini de ifade

etmiglerdir [24].

Bilgici ve calisma arkadaslar1 (2017), “Fibonacci and Lucas sedenions” isimli
calismalarinda Fibonacci ve Lucas sedenyonlarini sunmusglardir. Ayrica bu
sedenyonlarin iirete¢ fonksiyonlari ve Binet formiillerinin yani sira bazi iyi bilinen

0zdesliklerini de ifade ve ispat etmislerdir [21].

Kome ve ¢alisma arkadaslart (2019), “Modified generalized Fibonacci and Lucas
quternions” isimli ¢alismalarinda modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 tanimlanmis ve iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri ve bazi énemli

0zdesliklerini sunmusglardir [20].

Kome ve Kirik (2019), “On a new generalization of Fibonacci sedenions” isimli
calismalarinda modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci sedenyonlar1 {izerine
calismislardir. Ayrica bu sedenyonlarini iirete¢ fonksiyonu ve Binet formiillerini

hesaplamislardir. Ardindan bazi 6nemli 6zdesliklerini sunmuglardir [27].

Catarino (2019), “k —Pell, k —Pell-Lucas and modified k —Pell sedenions” isimli
calismasinda k —Pell, k —Pell Lucas ve modifiye edilmis k —Pell sedenyonlariyla ilgili
bir calisma sunmustur. Ayrica bu calismasinda bazi Onemli 6zdesliklere de yer

vermistir. [22].

Soykan (2019), “Tribonacci and Tribonacci-Lucas sedenions” isimli calismasinda
Tribonacci ve Tribonacci Lucas sedenyonlarini tanimlayarak sedenyon kavramina farkli
bir bakis acis1 kazandirmistir. Bu sedenyonlarin bazi 6zellikleri sunularak aralarindaki

iligki tizerinde durmustur [23].



Gocen ve Soykan (2019), “Horadam 2¥ —ions” isimli calismalarinda katerniyon,
oktonyon, sedenyon vb... seklinde devam ederek 2% —ions kavramma ulasmistir ve

Horadam dizileri icin 2% —ion kavramini elde etmistir [31].

Bilgici ve Dasdemir (2020), “Some unrestricted Fibonacci and Lucas hyper-complex
numbers” isimli calismalarinda Fibonacci kuaterniyonlari, oktonyonlart ve
sedenyonlarinin yeni bir genellestirilmesini sunmuslardir. Bu hiper-kompleks sayilarin
yeni tirleri i¢in Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve baz1 6zdesliklerini

incelemislerdir [37].

Koéme ve Kirik (2020), “On The Generalized Fibonacci and Lucas 2* —ions” isimli
calismalarinda modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci ve Lucas 2* —ionlarim
tanimlamig, Binet formiiliinti, iirete¢ fonksiyonunu ve bazi Onemli 6zdesliklerini

sunmuslardir [25].

Kizilates ve Kone (2021), “On higher order Fibonacci hyper complex numbers” isimli
calismalarinda yiiksek mertebeli Fibonacci 2™ —iyonlar1 ya da yiiksek mertebeli
Fibonacci hiper-kompleks sayilar1 olarak adlandirilan kuaterniyonlar, oktonyonlar veya
sedenyonlarin yeni bir smifin1 gelistirmeyi ele almislardir. Ayrica Fibonacci
2™ —ionlarinin Binet formiil, Ustel treteg fonksiyonu, Vajda ozdesligi, Catalan

0zdesligi, Cassini 6zdesligi, d’Ocagne 6zdesligini sunmuslardir [36].

Kome ve Kirik (2021), “q- analogues of biperiodic Fibonacci and Lucas sedenions’”
isimli ¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sedenyonlarinin g- analoglarini

tanimlamis, Binet formiilii ve lirete¢ fonksiyonunu hesaplamislardir [28].

Kome ve Giin (2021), “Bi-periodic Fibonacci and Lucas 2% —ions with q —integer
components” isimli ¢aligmalarinda iki periyotlu Fibonacci ve Lucas 2% —ionlarim bir g

parametresine bagl olarak tanimlamiglardir [26].



1.4. Temel Kavramlar
Bu boliimde tez igerisinde kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Fibonacci ve Lucas dizileri, matematik, fizik, bilgisayar bilimleri ve bunlarla ilgili
alanlarda 6nemli rol oynamaktadir. Klasik Fibonacci dizisi ve Lucas dizisi asagidaki

sekilde tanimlanir [2].
Fo=0,F,=1, F,,,=F,,1+F,, n €N, (1.1)
Lo=2, Li=1, Lyyo, = Ly + Ly, n EN. (1.2)

Simdiye kadar bir¢ok arastirmaci tarafindan, Fibonacci ve Lucas dizisinin toplamlari,
Ozellikleri, bagka bir matematiksel konu ile iligkileri, uygulamalar1 ve genellemeleri
kapsamli bir sekilde incelenmistir [2-7].

[1k olarak Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri sirastyla,

an-pn

— (1.3)

L, = a™+ p". (1.4)

E, =

seklinde elde edilmistir. [2].
Iki periyotlu Fibonacci dizisinin tamimi asagidaki gibidir.
Tanim 1.4.1: Herhangi sifirdan farkli a ve b reel sayilari ve n € N igin

aqn+1 + q, , ngeiftise,

90 =0,91=1, qns2 ={an+1+ qn , ntekise

(1.5)

olarak tamimlanan {q,} dizisine iki periyotlu Fibonacci dizisi denir [5]. Bu diziye ait

ab+Va?b2+4ab
2

Binet formiilii x? — abx — ab = 0 karakteristik denklemini kokleri a =



_Ja2p2 1-&(n) n_pn
ve f = w olmak tizere {(m) = m — 2[%] icin q,, = (aﬂ)% olarak
ab'2 -

elde edilmistir. Ayrica iki periyotlu Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

a2
F(x) _ x(14+ax—x*)

T 1+(ab+2)x2+x% (1.6)
seklindedir [5].
Iki periyotlu Lucas dizisinin tanimi asagidaki gibidir.
Tanim 1.4.2: Herhangi sifirdan farkli a ve b reel sayilar1 ve n € N i¢in
_ _ _ (blyss + 1, , mngiftise,
b=2hL=0al,= {alnﬂ + l,, ntekise (1.7)

olarak tanimlanan {l,,} dizisine iki periyotlu Lucas dizisi denir [7]. Bu diziye ait Binet

formiilii x> — abx — ab = 0 karakteristik denklemini kokleri @ = —“”““22”“4“1’ ve
- HO)!
g = 2b-va'bitiab Vazzb“‘*ab olmak iizere &(m) = m — 2 EJ icin 1, = ( a”“j) (@ + ™)
abl2~

olarak elde edilmistir. Iki periyotlu Lucas dizilerinin {irete¢ fonksiyonu ise

2+ax—(ab+2)x%+ax3
L(x) =

1-(ab+2)x2+x* (1.8)
olarak elde edilmistir [7].
Tanim 1.4.3: Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci dizisi
_ _ _(aQn—q +cQn_p , ngiftise
Q=0 =1 = {an_l +dQ,_, , ntekise (1.9)

seklinde tanimlanmistir [6]. Burada a,b,cve d reel sayilardir. Modifiye edilmis

genellestirilmis Fibonacci dizisi @,, in tirete¢ fonksiyonu
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x(1+ax—cx?)

H(x) = Yp=oQn x" = (1.10)

- 1—(ab+c+d)x2+cdx*

seklinde verilmistir. Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci dizisi Q, ‘in Binet

formiilii;

= al—f(:) al%] (a+d_c)"‘lgj_[glgl ([g+d_c)n‘[gl (1.11)
@zl a—p
seklindedir [6].
Tanim 1.4.4: Modifiye edilmis genellestirilmis Lucas dizisi
_d+1 _ _ (bUp_q +dU,_, , ngiftise
U= Ui=a Un= {aUn_1 +cU,_, , ntekise (1.12)

seklinde tanimlanmistir [7]. Ayrica iirete¢ fonksiyonu a, b,c ve d reel sayilar olmak

lizere

e n_ ld+1+adx—(ab+cd+c)x2+adx3
Ux) = Z”=0 Un x* = d 1—(ab+c+d)x2+cdx? (1.13)
olarak elde edilmistir. Binet formiilii
n—1 n n-—1 n
_at®™ (a+d+1)alT] (a+d—c)”‘lil—(ﬁ+d+1)ﬁl_l (ﬁ+d—c)lEJ
U, =2 (1.14)
(@l = a=Fp
_ —d)2 —— —d)2
dir. Burada @ = ab+c d+\/(abz+c d)2+4abd ve B = ab+c—d J(al)z+c d)2+4abd kokleri

x%2 —(ab + ¢ —d)x — abd = 0 polinomunun kokleridir. Ayrica &(n) = n—2 EJ

fonksiyonu n in tek ve ¢ift degerleri i¢in farkli sekilde bulundugu bir fonksiyondur.

Burada A= (ab + ¢ — d)? + 4abd > 0 olduguna dikkat edilmelidir [7].



Kuaterniyonlar, Kuantum mekanigi, Fizik, Matematik, Bilgisayar Bilimleri ve bunlarla
iligkili pek ¢ok alanda ortaya ¢ikan kompleks sayilarin genisletilmis bir say1 sistemidir.
Kuaterniyonlar, ilk kez William Rowan Hamilton tarafindan sunulmustur [35]. Genel
olarak bir g kuaterniyonu (4 = 22 boyutlu kuaterniyon cebiri) asagidaki sekilde

tanimlanir.

q=qo+iq;+jq; +kqs.

Burada i, j, k, R? uzayinda standart ortonormal bazdir ve qy, q;,q, ve g3 sayilar1 da reel

sayilardir. Ek olarak i, j, k bazlar1 asagidaki kural1 saglar:

Kuaterniyonlar ile ilgili bilim adamlar tarafindan yapilmis pek ¢ok ¢aligma mevcuttur.
En Onemlilerinden biri Horadam tarafindan yapilmistir. Horadam 1963 yilinda
Fibonacci ve  Lucas  kuaterniyonlarmi ey =1 e; =i e, =] e3=kve

{e,, e,, €3}, R® uzayinda standart ortonormal baz olmak {izere sirasiyla:

Qn = eoly + e1Fppq + e2F 0 + e3Fy,s, (L.15)

P =eoly +e1Lyiq +ealnyn + e3lpnys. (1.16)

seklinde tanimlamistir [8]. Burada F,, n-inci mertebeden klasik Fibonacci sayisi ve

L,,, n-inci mertebeden klasik Lucas sayisidir.

Tamm 1.4.5: iki periyotlu Fibonacci kuaterniyonlar1

Qn=2Xi-0€qn+1 » n 20 (1.17)

seklinde tanimlanmistir [9]. Burada q,,, iki periyotlu Fibonacci dizisidir. Benzer sekilde,

Tan ve ¢alisma arkadaslari, iki periyotlu Lucas kuaterniyonlarini,
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Bo=Yi el , 20 (1.18)
ifadesiyle gostermistir [9].

1843 yilinda John Graves 8 =23 boyutlu birlesmeli olan ve degismeli olmayan
oktonyon cebirlerini sunmustur. Oktonyonlar ile ilgili pek ¢ok ¢alisma mevcuttur [10-
12,14,16,24]. Kuaterniyonlara benzer olarak Fibonacci ve Lucas oktonyonlar1 da
asagidaki gibi verilmistir.

Tanim 1.4.6: n > 0 i¢in, n —inci Fibonacci oktonyonlari

Qn = i7=0 eiFn+i (1.19)
seklinde tanimlanir. Burada F,, n —inci mertebeden klasik Fibonacci sayisidir [11].
Sedenyonlar, elektromanyetik teori ve dogrusal yer ¢ekimi gibi bilimin birgok alaninda
ortaya ¢ikar. Genellikle S ile gosterilen Sedenyon cebiri, 16 = 2* boyutlu bir Cayley-
Dickson cebiridir. § nin standart baz elemanlar1 {eg, €4, €5, ..., €15} olmak tizere bir
sedenyon

S=Xi20 € a; (1.20)
seklinde tanimlanir. Burada ay, a4, a,, ..., a;5 reel sayilardir. Sedenyonlar ile ilgili pek
cok calisma mevcuttur [21-23,27]. Fibonacci ve Lucas sedenyonlar1 asagidaki sekilde
tanumlanir:

Tanmm 1.4.7: n > 0 i¢in, n —inci Fibonacci ve Lucas sedenyonlari sirasiyla,

By = %320 Frases (1.21)

Ly = Y520 Lusses (1.22)
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seklinde tanimlanir [21].

Kuaterniyonlar (4 = 22), Oktonyonlar (8 = 23), Sedenyonlar (16 = 2%),
Trigintaduonyonlar (32 = 2°), ... seklinde devam edilerek 2¥ —ionlara ulasilmistir.
Son yillarda arastirmacilar Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve Horadam 2% —ionlar:

ile ilgili calismalar yapmislardir [31, 36, 37].

Genel olarak, 2% —ionlarmin tanim1 asagidaki sekilde verilebilir:

Tanim 1.4.8: N = 2* olmak {izere, 2% —ionlar asagidaki sekilde elde edilir.

S =30 ae; = ag + X aze; (1.23)
Burada, ag,ay, ..., ay_q reel sayilardir [31, 36, 37].

Q —Analiz, Matematigin bir¢ok alaninda ortaya cikan olduk¢a genis bir konudur.
Q —Analiz konusu incelendiginde bilinen analizin diferansiyel, tiirev, integral vb. temel

konularini bir g parametresine bagli olarak yeniden incelendigi goriilebilir.

Tanmm 1.4.9:
Herhangi bir keyfi f(x) fonksiyonu olmak tizere

dof (x) = f(qx) — f(x) (1.24)
ifadesine q —diferansiyel denir [30].

Tanim 1.4.10:

D f (x) = W& - [GITE) g e (1.25)

dgx qx—x

f(x) in q —tiirevi olarak tanimlanmstir [30].
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Tanim 1.4.11:
n € Z* olmak iizere [n] = % ifadesine n’nin q —benzeri olarak adlandirilmistir.
Ayrica

[n] = qqn__11 =1l+q+ qz + q3 +oeet qn_l, (1.26)

seklinde de ifade edilmistir [30].

Tanimm 1.4.12:

[n]! in g —benzeri,

1 , n=20

| =
[n]! {[n] m-1..[1 , n=123.. (1.27)
seklinde tanimlanmastir [30].
Tanim 1.4.13:
(x — a)™ polinomunun q —benzeri,
1 n=0
— n — ’
(x —a)g {(x —a)(x—qa)..(x—q" ta) , n=1 ’ (1.28)
seklinde tanimlanmastir [30].
Tanim 1.4.14:
n
[ j] ifadesine q —binom katsayisi denir. Ve
Tl] — [n]! _ [n].[n—1]..[n—j+1][n—j][n—j—1]...[1]
J [n—j1[j]! [n—jlln—j-1]..[1][j]!
__[nlIn-1]..[n—j+1] _ n
- - = [n " j] (1.29)

seklinde tanimlanir.
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n
Dikkat edilecek olursa g = 1 i¢in limit alindiginda [ j] ifadesi bilinen binom katsayisina
n .
esit olacaktir. Ayrica g — 1 i¢in limit alindiginda ?:o [ j] (x — 1){1 ifadesi

?:0 (7) (x — 1)/ haline déniisiir. Bu da binom formiilii olarak bilinir [30].
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BOLUM 2

MODIFIYE EDILMIS GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS
2k_IONLARI

Bu bolimde (1.9) ve (1.12) denklemlerinden yararlanilarak modifiye edilmis
genellestirilmis Fibonacci 2% —ion ve Lucas 2¥ —ion kavramlar1 tanimlanacaktir. Ayni
zamanda kuvvet serilerinden faydalanarak iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. Modifiye
edilmis genellestirilmis Fibonacci 2% —ionlar1 ve Lucas 2 —ionlar1 icin Binet
formiillleri, Catalan ve Cassini 6zdeslikleri de ifade edilecektir. Bu béliimde elde edilen
tim veriler “On The Generalized Fibonacci and Lucas 2* —ions” isimli ¢alismada

yayinlanmigtir [25].

2.1. Modifiye Edilmis Genellestirilmis Fibonacci 2% —fonlar
Bu béliimde ilk olarak modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ion tanimi

verilecektir.

Tanmm 2.1.1:

n € N olmak iizere modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2% —ionlar

0y = Xilo' €1Qn+i 2.1)

seklinde tanimlanir. Bu ifadede kullanilan Q,,, (1.9) denkleminde tanimlanmis olan

modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci sayilaridir [25].
Asagida bulunan tabloda modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2* —ionlarinin,

a,b,c,d, k nin baz1 6zel degerleri i¢in var olan birgok ¢alismanin genellemesi oldugu

goriilmektedir.
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Tablo 2.1. Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ionlariin
a,b,c,d, k degerleri i¢in 6zel durumlari

Q

Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2*- ionlar

_

Fibonacci Kuaterniyonlari [8]

iki periyotlu Fibonacci kuaterniyonlari [9]

k —Fibonacci kuaterniyonlari [13]

Pell kuaterniyonlar1 [14]

Jacobsthal kuaterniyonlari [15]

= R N x| Q

Fibonacci oktonyonlari [11]

Iki Periyotlu Fibonacci Oktonyonlari [16]

k —Fibonacci Oktonyonlari

Pell Oktonyonlar [14]

Jacobsthal oktonyonlari [17]

R RN =R

Fibonacci Sedenyonlari [21]

iki Periyotlu Fibonacci Sedenyonlari

k —Fibonacci Sedenyonlari

Pell Sedenyonlari

[N SN R S =Y ST = IS Ny e N N I L S e N >

= N & Q

Jacobsthal Sedenyonlari

S| = N &S R RN TS R R N & TS ]S
QU N R R R R N R R R RN RR] R RS
BB B D] D] D] W W W W W N NN NN A

a

Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci Sedenyonlari [27]

Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ionlar1 igin iireteg

fonksiyonunu ifade ve ispat etmektedir.

Teorem 2.1.1 (Urete¢c Fonksiyonu):
Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ionlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki

sekilde gosterilir:

@0+(®1—b@o)t+(a—b)R1(t)+(C—d)R2(t)

G(t) = 1-bt—dt? (2.2)
Burada
122
_ FO-35 2 Qas—at?71
Ry (2) = eotf () + 215 ey .
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-1

_ 2 28
Ry(t) = Y2, e,t2 h(t) + XNt e | 2D Zemn Qast

tl-2 2

£t = toct’ ve h(t) = at” dir [25].

1-(ab+d+c)t2+cdt* 1—-(ab+d+c)t2+cdt*

Ispat:

Q,,, in lrete¢ fonksiyonunu bulmak i¢in kuvvet serileri yonteminden faydalanabiliriz.

G(t) = Xm0 Omt™ =0y + 0,t + Xin_, 0,,t™, (2.3)
btG(t) = Xm—obOmt™ ! = X0 bOp_1t™ = bty + X3 DO _1t™, (2.4)
dt?G(t) = Yo _0d0,,t™t2 = Y% _ de,,_,t™. (2.5)

Qn ifadesi, Qum = aQzm-1 +¢Q2m-—2 Ve  Qomi1 = bQ2m + dQom—1 rekiirans

baglantilarini sagladig i¢in,

(1 —bt —dt®)G(t) =0+ (0; —bOYt + Yoo _»(0,, — bO,,_; — dO,,_)t™
= @0 + (@1 - b@o)t

+eo((a—b)t Xy Qem—1t™™ ' + (¢ — d)t* Tin_y Qum—rt®™?)

+ey((a—b) Tz Qam-1t?™ 1 + (¢ — At Toney Q2m—2t2™72)
tes <(¥) Yin=2 QZm—ltzm_l +(c—d) Xm= sz—ztzm_2>

+e; <(at;2b) Yo 3 Qameit?™ 1+ (#) Yim=3 QZm—ztzm_z)

= @0 + (@1 - b@o)t

+X50 e ((?l;_l;) Z:‘:llﬁ] Qzm-1t*™" 1 + (;___Z) Z:;lu_s] Qom—2 tzm_2>
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=0y + (0, — b0t + ex((a—b)tf(t) + (c — d)t?h(t))

ter((a—b)(F(O) = Qu) + (c — (D)
+e, ((£2) (F0 = 0 + (e — D))

res ((2) F© - 0at - s + (52) (b0 - 027))

+eN—1 ((tN z) (f(t) Qlt - Q3t3 - Q5t5—. . _QN—l—.f(N)tN_l_f(N))>

+en_q ((tN 3) (h(t) Qut? — Qutt — o — QN_3+$(N_1)tN—3+E(N—1)))

=0+ (0, —bOy)t + (a—Db)R (t) + (c — )R, (1)

elde edilir. Burada

ll+1]
fO)=Xo ; Qas—1t>7*
Ry (1) = eotf(t) + X5y el( T — ),

=
_ _1 [ no-s12 ) g
Ry(t) = Yioeit* th(t) + X5l e ( (-2 )
f(£) = X1 Qam-1t*™"1 ve h(t) = Ygno1 Q2m—2t?™ 2 dir.

Diger yandan modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci sayilar1 asagidaki bagintilari

saglar.

Qam-1 = bQ2m—2 + dQom-3
= b(aQzm-3 + cQam-4) + dQ2pm-3
= (ab + d)Qm-3 + bcQam—4
= (ab + d)Q2m-3 + cQ2m-3 — cdQam-s
=(ab+d+c)Qym-3—cdQym—s (2.6)

ve
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Q2m-2 = aQam-3 + cQ2m-2
= a(bQym-4 + dQam-s5) + Q24
= (ab + ¢)Qm-4 + adQym—s
= (ab + c)Qam-4 + dQom—4 — cdQam—s
=(ab+d+c)Qum-s—cdQypm_e  dir. (2.7)

(2.6) ve (2.7) esitlikleri kullanilarak,

(1—=(ab+d+)t?+cdt®f(t)
=t+(ab+d)t3>—(ab+d+)t3
+ Ym=3(Q2m-1 — (@b + d + ¢) Qa3 + cdQypm_5)t*™*

Ve

(1—=(ab+d+ c)t? + cdtH)h(t)
= at® + Y -3(Qam—2 — (@b + d + ¢)Qym—4q + cdQqp_)t*™ 2

elde edilir. Bu durumda yukaridaki ifadeler yeniden diizenlenirse,

t—ct? at? o
f) = Trarorrean Ve h(t) = (abrdro)iiedrt elde edilir. Dolayisiyla

f(t), h(t), R (t) ve R,(t) ifadeleri goz 6niine alinarak ©,, in iireteg fonksiyonu

G(t) — @0+(®1—b®0)t+(a—b)R1(t)+(C—d)R2(t)

1-bt—dt2 > (2'8)

seklinde elde edilir. m

Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ionlar1 i¢in Binet

formiiltinii ifade ve ispat etmektedir.
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Teorem 2.1.2 (Binet Formiilii):
Her n €N icin, modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2* —ionlarinin Binet

formiilii asagidaki sekilde verilir.

1 Olg(n)algl (a+d—c) l J Bf(n)ﬁl J(ﬁ+d C)n l J
On =—m (2.9)
(ab)lf] a-p

Burada

f(l+1 f(n)) +1-¢(n) 1+&(n)
aE(n) {V 01 . ll+$(n) (O! +d-— C)l J l Jel

(ab)
Ve

1-¢(n)) +1-¢m)| |l+$(m)

ﬂf(n) - Zl 0 l+§(n)l (,B +d-— C)l J l J

(ab)l
olarak verilmektedir [25].

Ispat: Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci dizilerinin Binet formiiliinii

kullanarak asagidaki ifade yazilabilir.

_ a a(a+d—c)"-B(B+d—c)™
02n = X156 Qanier = €o (ab)n( a—p )

1 (a™a+d—c)*1-B(L+d—c)"?
te (ab)n ( a-B )

a a’n+1((X+d—6)n+1—ﬂn+1(,B+d—C)n+1
te; (ab)n+1 ( a-B )

1 a,n+1(a+d_c)n+2_Bn+1(‘3+d_c)n+2
+es (ab)n+1 ( )

a=p
+ e
b N-
+e a an+TZ(a+d—c) Bn+ > (ﬁ+d _omE -2
N2 (ab)n"'? a—-p
n+ N_ N +E +E
+e 1 a 2 (a+d-— c) ﬁn > (ﬁ+d—c)n 3
N (ab)"+¥ a-p
L_oftardof aa(a+d—c)
= (ab)" a-B (e()a + el(a +d-— C) + e, (T)
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—c)? 2 —c) 2
+e; (a(a+d c) )+ vt ey_s (aa 2 (aic) 2

ab
N-2 N
a 2 (a+d—c)2
+eN—1 < N-2 >)
ab 2

_ 1 B (B+d—c)™
(ab)™ x—f

N-2

(epat+e(B+d—c)+e, (—_

N-2
—0)? -
- (,B(,B+d 0 )+ . (aﬁ T (prdc) >

ab

s N
2 (f+d—c)2
ten-1 (T))

ab 2

_ 1 aga™a+d=c)*—BoB"(B+d—c)"
= (ab)n a—p '

Burada

ZN AL lll (@+d- C)llﬂlalﬂel
(ab)!2

Ve

B, ZN 1a€(

= ‘B +d-olFlghle

olarak elde edilmistir. Benzer islemler ile asagidaki ifadeler de elde edilebilir.

1 a;a™(a+d—c)"1-B, M (f+d— c)”+1

®2n+1 = (ab)™ a— ﬂ
Burada
a; = X5 ﬁﬁqﬁﬁ+d—cﬂjvﬂbl
(ab)l 2
ve
[z gl e,
B = ll“] (B+d—-o)ldp
(ab)
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olarak bulunur. Son olarak (2.10) ve (2.11) esitlikleri birlestirilirse

0, =

1 ag(n)algl (a+d—c)n‘lgl_ﬁ€(n)ﬁlgl (ﬁ+d—c)"'lgl
(ab)l?] a_ﬁ .

elde edilir. Burada

) @+ d - ol T,
a2

Aem) = Xico

Ve

E(1+1-E(0)) I+1-¢&(n) +&(n)
Bf(n)= {v=_01all—+$(n)l(:8+d_c)l 2 Jﬁl 2 Jel
(ap)b 2

olarak bulunur. m

Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2% —ionlar1 i¢in Catalan

0zdesligini ifade ve ispat etmektedir.

Teorem 2.1.3 (Catalan Ozdesligi):

Hern, r € N ve r < nigin, Catalan 6zdesligi

O2(n+m+£()O2tn—r)+e) — O2n+e(n)?

(=0)5®

= @) (@-p)? p+d

<af(i) .Bf(i) ((ab)2r+f(i) (cd)" — (ab)2r+€(i) (cd)™ (a_.m)r)>

(=)@

(ab)?"(a—p)? a+d

(ﬁf@ agp) ((@b)? 0 (cd)™ - (ab)?+ D (cd)" (ﬂ)r))

seklinde elde edilir. Burada ag(;y ve Bg(;), Teorem 2.1.2 de tanimlanan ifadelerdir ve

i €{0,1} [25].

Ispat: i = 0icin (2.9) denkleminde verilen modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci

2% —ionlarimin Binet formiilii kullanilarak asagidaki ifade elde edilir.
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@2(n+r) ez(n—r) - (®2n) z

_ (aoan+r(a+d_c)n+r_ﬁ0‘8n+r(ﬁ+d_C)n+r) (aoan—r(a_l_d_c)n—r_ﬁoﬁn—r(ﬁ+d_c)n—r)
- (ab)™* 7 (a—Pp) (ab)™ 7" (a—-p)

_ (aoa"(a+d—c)"—B0Bn(B+d—c)")2
(ab)*(a—Pp)

1
= g (@obo@ (@ +d = )" (B +d - )"

_an+r'8n—r(a +d— C)n+r('8 +d-— C)n—r
+Loap(a™B(a+d —c)"(B+d—c)"

_an—rﬁn+r(a + d— C)n—r(ﬁ + d— C)n+r))
= s (oo (@b ()" — (aby? (cd)" (222)")

+Botto ((ab)? (cd)™ — (ab)?" (cd)™ (E2= +d) P (2.12)
Benzer olarak i = 1 i¢in ise asagidaki ifade elde edilir:

@2(n+r)+1®2(n—r)+1 - (@2n+1)2

= e @b (@)1 (ed) - (@n)? e (5g) )

+Bra; ((@b)?+2(cd)" — (ab)z+1(ed)* (E2)')).  2.13)
(2.12) ve (2.13) denklemleri tek bir denklem olarak birlestirilirse

O2(n+r)+£(0)O2tn—r)+e) — Ozn+e)?

(~0)$® +d
= e @ Beco (@b 40 () = (ab)?r+40 (cd (522)')

. . d\"
+Be) e ((ab)er'E(l)(Cd)" — (ab)* O (ca)™ (%) )).

elde edilir. Burada ag(;) ve fg(;), Teorem 2.1.2 de tamimlanan ifadelerdir. m

Catalan 6zdesliginde r = 1 alinirsa 6zdesligin 6zel bir hali olan Cassini 6zdesligi elde
edilir. Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci 2¥ —ionlar1 igin

Cassini 0zdesligini ifade ve ispat etmektedir.
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Teorem 2.1.4 (Cassini Ozdesligi):

Her n € N i¢in, Cassini 6zdesligi,

O2(n+1)+2()O2tn-1)+e(1) — Ozn+e))?

(=)@

= G (%60 Prco ((ab>2*f O led)" = (ab)*** O (cd)" (Z—id)>

g 4z (@O (e - (@0 (e (£19)),

a+d

seklinde elde edilir. Burada a;(;) ve Bg(;), Teorem 2.1.2 de tanimlanan ifadelerdir [25].

Ispat: Cassini 6zdesligi, Catalan &zdesliginin 6zel halidir. Teorem 2.1.3 ‘te r = 1

alinirsa bu teoremin ispati tamamlanmis olur. m

2.2. Modifiye Edilmis Genellestirilmis Lucas 2 —ionlar
Bu bolimde ilk olarak modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ion tanim

verilecektir.

Tanim 2.2.1:
n € N olmak iizere modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlar1 asagidaki

sekilde tanimlanir.
Vo = X150 eUn e (2.14)

Bu ifadede kullanilan U,, (1.12) denkleminde tanimlanmis olan modifiye edilmis

genellestirilmis Lucas sayilaridir [25].

Asagida bulunan tabloda modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2* —ionlarmin

a,b,c,d,k gibi 6zel durumlar igin var olan bir¢cok ¢alismanin genellemesi verilmistir.
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Tablo 2.2. Modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlarinin
a,b,c,d, k degerleri i¢in 6zel durumlari

a| b | c|d]|k Modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% — ionlart
1 1 1 1 2 Lucas kuaterniyonlari [8]

a | b |1 |1]2 Iki periyotlu Lucas kuaterniyonlari [9]

k| k 1 1 2 k — Lucas kuaterniyonlar1 [13]

1 1 1 1 3 Lucas oktonyonlari [11]
al|b|1|1]3 iki periyotlu Lucas oktonyonlar1 [24]

k| k 1 1 1 k — Lucas oktonyonlari

1 1 1 1 4 Lucas sedenyonlari [21]
al|b|1]|1]4 Iki periyotlu Lucas sedenyonlari

k| k 1 1 4 k — Lucas sedenyonlari

Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlar1 icin iireteg

fonksiyonunu ifade ve ispat etmektedir.

Teorem 2.2.1 (Urete¢ Fonksiyonu):
Modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlar1 V, i¢in iiretec fonksiyonu

asagidaki sekildedir:

VO +(V]_—aVO)t+(b—a)R1(t)+(d—C)R2(t)

L(t) = 1—at—ct? (215)
Burada,
+1
-yl 2 25—1
Ry (D)=eotf(t) + Tt e, | L2 2s=;_1123_1t ’
-1

- - - h(H)-YL 2 Tu,et?s
R,(t) =Y eit? th(t) = Y2, et Uy + YNl e Zl_oz st |

° 1) | (ab+d+1)t2—(ab+d+c)(E2)e2
f(t) = at+at ve h(t) — ( d ) a (a C)( . ) dir [25]

1—-(ab+d+c)t2+cdt? 1—(ab+d+c)t2+cdt?
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Ispat: Teorem 2.1.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir. m

Asagidaki teorem modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2* —ionlar1 icin Binet

formiiliinii ifade ve ispat etmektedir.

Teorem 2.2.2 (Binet Formiilii):
Her n € N igin, modifiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlarmin Binet formiilii

asagidaki sekilde verilir:

=1 n
my(a+d+1 = J( +d— )H ) (BHd+1 J( +d- )lf]
v, = : )1 J<01 sy (@ Ja a+d=c)21=B" ¢y (B )ﬁ B+d—c . (2.16)
ab

a=p

Burada,
§(L+Em) HEM)| [LH1-E()
(ab)
ve
§(+ém) +EM)| |1+1-E()
B = Zit 1W(ﬁ rd-ol ==,
(ab)

olarak verilmektedir [25].

Ispat: Teorem 2.1.2 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir. m

Asagidaki teoremde Catalan 6zdesligi Binet formiilii yardimiyla ifade edilecektir. Daha

sonra ise, Catalan 6zdesliginde r = 1 i¢in Cassini 6zdesligi verilecektir.
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Teorem 2.2.3 (Catalan Ozdesligi):

Hern, r € N ve r < nigin, Catalan 6zdesligi,

Vatmary+e@yVam-ry+ety — Vanve)?

_ (=0 D (a+d+1)(B+d+1)
- (ab)?(a—PB)?

, . ' . ,
<a*f(i) :B*g(i) ((ab)2r+1—f(1) (Cd)n—1+f(l) — (ab)2r+1—f(l)(Cd)n_1+f(l) (Z—:Z) ))

(=)D (a+d+1)(B+d+1)
(ab)?"(a—PB)?

. . . . r
(ﬂ*g(i) a*f(i) ((ab)2r+1—f(z)(Cd)n—1+5(l) _ (ab)2r+1—5(1) (Cd)n—1+f(l) (ﬁ%) )) (2.17)

seklinde elde edilir. Burada a®;;) ve B*f(i) ifadeleri Teorem 2.2.2 de tanimlanan

ifadelerdir [25].

Ispat: Teorem 2.1.3 iin ispatina benzer sekilde yapilabilir. m

Teorem 2.2.4 (Cassini Ozdesligi):

Her n € N i¢in Cassini 6zdesligi,

Votman)+eVam-n+e@) — Vanse@)?

_ (0D (a+d+1)(B+d+1)
B (ab)?(a—f)?

(a*g(i) B o <(ab)3—f(i) (cd)"~ 14D — (gb)3~ED (cd)n-1+D (;_r;)))

(=)D (a+d+1)(B+d+1)
(ab)?(a—p)?

<ﬁ*$(i) a‘z ((ab)3—s‘(i)(cd)n—1+f(i) — (ab)3~$D (cd)n-1+® (ﬁﬂ))) 2.18)

a+d

seklinde elde edilir. Burada a*;;) ve ﬁ*f(i) ifadeleri Teorem 2.2.2 de tanimlanan

ifadelerdir.
Ispat: Teorem 2.1.4 iin ispatina benzer sekilde yapilabilir. m
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BOLUM 3
IKi PERIYOTLU q —FIBONACCI VE q —LUCAS 2* —iONLARI

Bu boliimde q —Analizin bazi 6nemli notasyonlarindan faydalanarak iki periyotlu
q —Fibonacci ve iki periyotlu g —Lucas 2% —ionlar1 tanimlanacaktir. Ayrica Binet
formiilleri, binom toplamlari, iistel iirete¢ fonksiyonlari, Catalan 6zdesligi, Cassini
Ozdesligi, d’Ocagne 6zdesligi sunulacaktir. Bu boliimde elde edilen tiim veriler “Bi-
periodic Fibonacci and Lucas 2¥ —ions with g —integer components” isimli ¢alismada

verilmis olup bu makale heniiz hakem incelemesindedir [26].
3.1. iki Periyotlu ¢ —Fibonacci 2% — fonlar:

Bu béliimde iki periyotlu g —Fibonacci 2% —ionlarmin tanimi verilecektir. Ayrica Binet

formiilleri, tstel tirete¢ foksiyonlar1 ve bazi 6nemli 6zdeslikleri incelenecektir.

Tanmm 3.1.1:

n € N igin iki periyotlu Fibonacci 2% —ionlari,
k_
Fork = Yo" dnrier (3.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada q,,, (1.5) denkleminde tanimlanan n. dereceden iki

periyotlu Fibonacci sayilaridir [26].

Tanimm 3.1.2:

iki periyotlu g —Fibonacci 2¥ —ionlar,

~ =&+l
For(a,q) = i 1<a1 - ) a® M n+1],e. (3.2)

(ab)lnTHI

seklinde tanimlanmaktadir [26].
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Asagidaki teorem iki periyotlu g —Fibonacci 2¥ —ionlarinin Binet formiiliinii ifade ve

ispat etmektedir.

Teorem 3.1.1:
iki periyotlu g —Fibonacci 2% — ionlarinin Binet formiilii asagidaki sekilde tanimlanir.

(k) k)
@)~ (“Q)nys(n)

ﬁn,k(aJ CI) = (33)

(@b)lai-q)

Burada

(K k aS(+&(n+1) (K k as(+&(n+1)
sg(v)z) = < i 01< lz+§(n)l) alel) ve Vg((,z) = ( i 01<W (aq)'e; | dir [26].
(ab) (ab)

ispat:

Bu teoremin ispati iki farkli durumda incelenecektir. Ilk olarak n = 2m olmasi durumu

ele alinsin. Bu durumda,

X 1-E(2m+1) ~
T2mk(a q) = 2 ot <aw> a?m= 1+ [2m + l]qel
(ab)

1 zk N A PR R
= o < l ] a [2m + 1] ¢
(ab)l2

o2m zk L (af(lﬂ)) . ) (aq)?™ ( Sy <as(z+1)> , )
el ae | —— | 2i=0 | — 17| (@@)’e
~ abymati- q)( (ab)[zj (ab)ma(1-q) (ab)lfJ

azmao (k)_(a,q)zm?o k)
(ab)ma(1-q)

(3.4)

elde edilir. Simdi de n =2m + 1 olmasi durumu ele alinsin. Bu durumda asagidaki

baginti elde edilir.

K Eam+1)
T2m+1 k(@ q) = 2— 1 <W> a?mH2m + 1+ 1]qel
(ab)

1 Zk 1 af() 1
= o < IHlJ) mHR2m 41+ 1],
(ab)l 2
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Q2ml < zk_1< at® ) > (aq)®™*? ( 2k 1( at® ) )
=————\ iz |/ =)~ Trmors 7 ) (@q)'e
(ab)™a(1-q) (an)l 2 ] (ab)™a(1-q) (ab)[ J

_ a?m+iy (k)—(aq)zm“”‘ (k)
(ab)Ma(1-q)

(3.5)

(3.4) ve (3.5) denklemlerinden faydalanarak,

) ()
@) =(@D) " V()

(ab)zla(1-q)

ﬁn,k(a; q) =

b

yazilabilir. Burada,

~(k k af(1+&(n+1) k 2E(HEm+D) .
ég(v)ﬂ = < = 01< [ )alel> ve Vg(n) < f=o’ (W (aq)'e; | dir.
(ab) (ab) 2

Ispat bu sekilde tamamlanmistir. m

Asagidaki teorem iki periyotlu g —Fibonacci 2% —ionlarinin {istel {ireteg fonksiyonunu

ifade ve ispat etmektedir

Teorem 3.1.2:

iki periyotlu g —Fibonacci 2¥ —ionlar1 igin iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanmustir [26]:

E?:O ﬁn,k(a; q) % =

e%(ao(") +a,0yap) +e%(&0k L HOVaF)-e ( 00 1.9, 00 /5) - w_( CEACN
2a(1-q) '

(3.6)

ispat:

Iki periyotlu g — Fibonacci 2¥ —ionlarinin Binet formiiliinden yararlanarak;

2n+1

E?f:ofn,k(ai@x =Y 0T2nk(6¥ Q) +Zn 0T2n+1k( Q)

(2n)! (2n+1)!
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a?a, (k) _(aq)Zn%(k) 2"*'1&1(") —(aq)2n+1)71(k) x2n+1

= Y=o [ (ab)a(1-q) ] (2n)! =0 [ (ab)a(1-q) (2n+1)!

(€3] s (k)
— %o ax \"_1 _ agx\®_1
T a(1-q)“n=0 (\/ﬁ) 2n)!  a(1-9) Zn:O (\/ﬁ) (2n)!

(k) ab
Z ( )2n+1 1 Z (“qx)2n+1 1
a(l q) “"=0\/ap (2n+1)! zx(l q) <n=0 (2n+1)!
—ax agx  —agx
_ &O(R) e\/_+e\/_ O(R) evabte Vab
T a(i-q) 2 T a(1-q) 2

ax  —ax agqx  —agx
al(k)\/% em—em ?1(’()@ em—e Vab
a(1-q) 2 a(l1—-q) 2

(@, 42, OV e (2690, 0GB ) Veb (7, ¥4,V e Vb (7 7071 vap) | 7)
= 2a(1-q) o

elde edilir. m

3.2. iki Periyotlu g-Lucas 2¥- Tonlar

Bu boliimde iki periyotlu g —Lucas 2% —ionlariin tamimi verilecektir. Ayrica Binet

formiilleri, ustel tirete¢ foksiyonlar1 ve baz1 6nemli 6zdeslikleri incelenecektir.
Tanim 3.2.1:

n € N igin iki periyotlu Lucas 2¥ — ionlari,

k_
Loy =20 Cnrier, (3.3)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada #,, , (1.7) denkleminde tanimlanan n. dereceden iki

periyotlu Lucas sayilaridir [26].
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Tanim 3.2.2:

Iki periyotlu q —Lucas 2% — ionlar,

e, (3.9)

k_ asm+D [2(n+D)]
Ly i(a; ) = X 1<T+1J> a"HTl]qq

(ab)
seklinde tanimlanmaktadir [26].

Asagidaki teorem iki periyotlu g —Lucas 2% —ionlarinin Binet formiiliinii ifade ve ispat

etmektedir.
Teorem 3.2.1:

Iki periyotlu q —Lucas 2% — ionlar1 igin Binet formiilii;

~(k) oK)
ata +aq)"y,
E(n+1) én+1) (310)

(ab)l J+E(n)

['An,k (a; Q) =

seklindedir. Burada

(K k aS(t+&(n+1) k af(+é(n+1)
@iy —< lel(W) alel) ve Pl = ( lel(W (aq)te, | dir [26].
(ab) (ab)

ispat:

Bu teoremin ispati iki farkli durumda incelenecektir. Ik olarak n = 2m olmasi durumu

ele alinsin. Bu durumda,

af@m+D ) 2m+ 2@mA0lg
l

2m+l+1J [2m+l]q

Lka(a q) - 1( I
(ab)

1 zk 1< 10 ) ot [z(zm+z)]qel

= anm @z =2 [2m+l],

(ab)m< 2 1( ll+1l> ! ) (ab)m 22 ot ll+1J (C(C[) €
(ab)l 2 (ab)l 2
azmal(k)_(aq)zmi;l(k)
(ab)™

3.11)
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elde edilir. Simdi de n = 2m + 1 olmasit durumu ele alinsin. Bu durumda asagidaki

baginti elde edilir.
af@m+i+) [2(2m+1+1)]
Lomeri(@ q) = 57 (m) et —[2m+l+1]qq e
__ 1 2k_q [af+D g2m+i+1 2emil Dl
(ab)m+1 ~1=0 (ab)H [2m+1+1]q L

g2m+1 ( kg [aEEDY (@@ [ ok_q (@t ,
= ———| Xiz0 < mlate |+ == Zi=o | — 1) (@9)"e
+1 = m+1 =
(ab)m (ab)H (ab) (ab)H
a2m+1a0(k)+(aq)2m+1)70(k)

(ab)m+1

(3.12)
Sonug olarak (3.11) ve (3.12) bagintilar1 yardimiyla,

~ (k) NG
")~ @D V(a1
(ab) lg] +&(n)

o a
Lk (a;q) =

yazilabilir. m

Asagidaki teorem iki periyotlu ¢ —Lucas 2 —ionlarinin iistel iirete¢ fonksiyonunu ifade

ve ispat etmektedir
Teorem 3.2.2:

iki periyotlu q —Lucas 2¥ —ionlar1 icin {istel iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanmustir [26].

Z;?:O En,k (a; q) % =

XX —xx xgqx —xqx
evab(a, ™+, “'vab)-evab (2,®) -a, vab ) +eVab (7, +9, vab)-e Vab (7,09, “vab)
2vab

. (3.13)

ispat:

iki periyotlu ¢ —Lucas 2¥ —ionlarmin Binet formiiliinden yararlanarak;

2n+1

Y=o En,k(a; Q)x = Y=o Lan(a Q) +Zn 0 L2n+1k( Q)

(2n)! (2n+1)!
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_ aznﬁtl(k)+(aq)2")71(k) x2n o a
= Zn=o (ab)n Gy T Zm=o (abyn+1 (2n+1)!

ZnHao(k) +(ag)?mt 1]70(k) x2n+1

2n n
=a,®ye (Z) 4y, ®yo (2@X)T_L
=0 %50(5) Gt (@)

)2n+1 1 7 qx)2n+1 1

rzn 0<¢_b (2n+1)' F Zn O(F 2n+1)!

=a,

ax  -ax agx  —agx
(k) [em+em + 7, (k) [e\/_+e J_]
2 2

xqx  —xqx
a,® e‘/_ —e‘/_ evab— e‘/_
\/_
XX

e\/ﬁ(&o(k)+&1(k)\/ﬁ)—e%(&o(k) (k)\/_)+e~/_( )49, (k)\/_) e\/_( (k)—?l(k)\/%)
2vab

(3.14)
elde edilir. m
3.3. iki Periyotlu ¢ —Fibonacci ve g —Lucas 2¥ —ionlarmnin Toplam Formiilleri

Bu bolimde iki periyotlu g —Fibonacci ve ¢q —Lucas 2K —ionlarimin toplam

formiillerini ifade eden teoremler ispatlanacaktir.
Teorem 3.3.1:
n ve j dogal sayilar olsun. Bu durumda asagidaki 6zdeslikler gecerlidir [26]:

(a’—a’Q)nl_l (an+] (Z(k)

n 2 \T—T ) b)""l%] O (‘ZQ)H”)/{( )) ,nciftise
—a?q _ a
;l=0 (T) ( ab ) T2r+j,k(a; q) = (a_aq)n—1

(ab)n+l%]

k :
(a"“ aéu)) + (aq)™/ yé(]))) ,ntek ise

M(a“““") +@)"7{() ) Jneiftise
) i 7 : f(]"’l) q ]/f(]+1) ne
o g\ (ab)n+[2j+5(1)

(ab)n"'l%l"'f(]')

~(k A~ (k .
(a“+1a§(1)+1) (ag)™t’ yg(j)ﬂ)) n tek ise
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(3.16)

Ispat: (3.15) esitliginin sol tarafinda, (3.3) formiilii yerine yazilarak;

n (MY (=T p oy _gn (M) (z@a)T @Al @ G
T=o\r ab 2r+]'k(a' 9 = Xir=o T ab l2r+fJ
(ab) a(1-q)

1500 ) jo )

= ——m, () (59 (&) -~ () (Y ()
z T=0\r ab ab r=0\r ab ab

(ab)léja(l—q) (ab)léla(l—q)

ja(K) a?q i) (aq)? aq
al f(])(ab E) —(@aY Ve oy )"

(@Flaq1-0

i (k)

( ~(a-aq) ' el - ((a-aq)(@q)7
) £(j) (317)

deg

(ab)lZJa(l—Q)

elde edilir. (3.17) denkleminde n ¢ift ise;

n (M -2\ P (@ )_(a%(a—aq))"af&gg)—(%(a—aq))”(aq)’?é(})
r=0 r ab 2r+j,k q) = j

(ab)lﬂa(l—q}

415080 i)
_ (a-aq)" [“” T~ @™ Vf(j)]
(ab)™

(ab)l%la(l—Q)

(@@ ok S
= (@) = (@@™7(h)

elde edilir. n in tek olmasi durumu ele alinirsa;

ny (—a2q\""" 4 (Gpla—a) @ all) + Ea—aq) (@) 7]
() (Y) Fareinai) =2 ! =

(ab)IZJa(l—Q)

_ @ag) |G @ 7,
(ab)™

(ab)lzla(l—Q)

_ (a—ag)™™?

+j &) +jo(K)
= ol @™z + @)™ 7))
a
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elde edilir. Benzer sekilde (3.16) esitliginin sol tarafinda, (3.10) formiilii yerine

yazilarak;

_ _ i (k i (k
n (M -2\ o n (M (-2*a\"" “Zrﬂag’(}ﬂ)+(“q)zr+17¢£(1?+1)
r=0 ( ) ( ) [’Zr+j,k(a; Q) = Lr=0 ( ) ( )

)\ ab )\ ab (ab)r+[§]+eu>
) - i () -
_ Y% g (Tl) (—aZQ)n r(“_z)r n (@@) V(1) g (n) (—azq)n " ((aq)z)r
- Ji . &r=0 Ji . r=0
(a2 roNab bl aplalEo ronab o
i~ a2 _a’q (k) (e?_a*q
_ PG G ) @D Ve Cop )"
(anyl2lH0
_ @, Gle—aa) +@a)7 (), , Gilta—aa)” G18)
()i '
elde edilir. (3.18) denkleminde n ¢ift ise;
n (M) (z«24 n_rﬁ (;q) = Jagl) ) (Gpla—aa) +@a) i), ) Gla—aa)"
r=0 r ab 2r+jk yq) = H*’ﬁj)
(ab)l2

_ _ (a—aq)" n+j 5 K) n+j5 (k)
- ( b)n+I%J+f(1') (@™ @e(yqy + (@™ V(1))
a

elde edilir. Ote yandan, n in tek olmas1 durumunda;

o (M) (R 2y g = et i e
r=0\r/\ ab 2 (ab)[§j+f(j)
_ _(a—ag)” n+jsK) n+jo (k)
_( b)n+I%J+f(1') (@ g0y = (@™ T )
a
bulunur. m
Teorem 3.3.2:

n ve j dogal sayilar olsun. Bu durumda asagidaki 6zdeslikler gecerlidir [26].

NS )
m “f(j)_(,“mn””f(n] (3.19)
7 :
(@b la1-q)

no (1) (07 (20 Ry (@ 9) = (—al2]y)” [
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n+j~ k) +(aq)n+j'\(k)

n (MY gy (-229)" 4 N . VeGi+1)
(D) ED (D) L) = (—al2ly) i (3.20)

Ispat 3.3.2:

[1k olarak (3.19) esitligi, (3.3) denkleminden faydalanarak ispatlanacaktir.

=0 (Z) =D (_Z;q)n_r ﬁ2r+j,k(a; q)

—r [areja0) Pt jo ()
=y, (n) (=" (—azq)" r [“2 Hagg-(aq)® +Jy€(j)]
r= i
4 ab (apyelaci-q)

jm )

=y (M) -1y (229 (=)

- (ab)l%la(l—q)

i (k) _
(aq)’)’g(j) n n 1 r —azq n-r (ozq)z r
- i] r=0\r (_ ) ab ab
(ab)2la(1-q)
~ (k) 2 NG) (aq)z_ﬁ)n
ab

. 2 a2q .
_ @y ()" (@) Ve (-

(ap)lilaci—q)

_ dafld) (G(-a—aq) - (@q) 7 ) CH-a-aq)"

(ab)l%la(l—Q)

[19)]

=(—a—aq)" [

S

(ab)”+l%la(1_q)

n+j~ ) —( )n+jf\(k)
z i ] (3.21)

(199 Yec;
— (_a[z]q)n §Gg+1) - . §G+1)
(ab)n+[§J+€(1)

bulunur. Simdi (3.20) esitligi, (3.10) denkleminden faydalanarak hesaplanacaktir.

o (M) 07 (29 1yl )

— j ~ (k) j (k)
—yn (") (-1)" (-azq)" TGyt @D G
r=0\ 4 ab (ab)r+l%l+f(j)
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iz

ST ) 6

Py () 1y (220" ()

(ab)[%]+5(j)

i~ (K) a? a?q i (k) (aq)? a?q
_ Wy o) @) Ve ()"

B +E()

(ab) l%J

i -
_Y aggﬂ) (%(—a—aq))"+(aq)1y§(])-+ 1) (%(_“_“Q))n

B +E()

(ab)l%J

@ b)n+[%]+$(j)

=(—a—aq)" [a

) 0
"Hagi, et yf(j+1)]

n+j~) +(aq)n+j/\(k)
(3.22)

a Ayr Yzc;
— (_a[z]q)n $G+1) - : U+
(ab)n+[5J+€(1)

elde edilir. m
Teorem 3.3.3:

n bir dogal say1 olsun. Bu durumda asagidaki 6zdeslikler gecerlidir [26].

?:0 (Z) ((X[Z]q)n (_\/(Z—le)n_r ﬁr,k(a; Q)

= s |8 e (1 - Qg+ DM - 7P @ (1- (3 + 1)")]

1
+ 2(ab)""la(1-q)

[aPa2n @+ @q + 1 - 7P @ (1+ (2+1)")|623)

1r1=0 (7:) (a[z]q)n (_\/(Z—zlf)n Er,k (CZ; Q)

_ m [ag")amu —2q+ D™ + 7P (aq)? (1 - (2 + 1)n)]

1 NG (0 2, "
T |8 @A+ 2a + D + 70 (@ (1+ (G +1) )| G29)
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Ispat: Ilk olarak (3.3) denkleminden yararlanarak (3.23) 6zdesligi ispatlanacaktir.

"o (1) @2l (5

zq n-r _
m) :Fr,k(a; q)

— ro %) 500
n —a2q\"" | “E‘( )~ (@D Ve
=X () e+ )" (75 [
n O(r)( ( q)) ( ab) (ab)lzlau—q)

a?q n-2r azra(k)—(aq)"?(k)
j— Tl r 0 0
(Zr) (a(1+4q)) ( Vab ) [ (ab)" a(1-q) ]

. n oriq [~aq n—(2r+1) a2r+1ag’<)_(aq)zr+1?§k)

~ (k)

- () (2 >"‘"

(k) 5 n—(2r+1)
a; vab n a (1"“1) 2r+1 (2274
+ a(1-q) (Zr + 1) =) ( \/E)

~(k) 2r+1 , —(2r+1)
bt ) (Y G

~ (k) 2 2 n 2 a?
@y —-a2q  a?(1+q) —a?q (1+q)
‘Za(l_q)(mJ’ =) + (7 r)]

— ?ék) (-a2q+a2q(1+q))”+ (—azq_azq(1+q))"
2a(1-q) |\ Vab Vab Vab vab

+ avab (—azq n a2(1+q)) ( a’q _ 2(1+‘1))n
2a(1-q) |\ Vab Vab Vab Vab

- ) - (-2

elde edilir. Sonug olarak,

no (1) (al21)" (5

Zq n-—-r ~
m) Tr,k(a; CI)

= Wia(l_q) [a$Pan(1 = @q + 1 - 7P @) (1- (2+1)"))]
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o Ja_b)nfla(l_q) [&i")azm +2q+ DM =7 (@) (1 + (2 + 1)n)]

yazilabilir. Benzer sekilde (3.24) 6zdesligide ispatlanabilir. m

3.4 iki Periyotlu g —Fibonacci ve ¢ —Lucas 2¥ —Tonlarmm Baz1 Ozdeslikleri

Bu boliimde iki periyotlu g — Fibonacci ve ¢ — Lucas 2% —ionlarinin sagladigi onemli

0zdesliklerden olan Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdeslikleri ifade ve ispat edilecektir.

Asagidaki teorem iki periyotlu g —Fibonacci 2% —ionlar1 ve iki periyotlu g —Lucas

2% —ionlar1 arasindaki bagintiy1 ifade ve ispat etmektedir.
Teorem 3.4.1:
n, 1, s herhangi tam sayilar olmak tizere asagidaki 6zdeslik saglanir [26]:

ﬁn+r,k (a; q)ﬁn+s,k (a;q) — £n+s,k (a;q) ﬁn+r,k (a;q)

_ ~ (k) ~ (k) ~ (k) ~ (k)
_ a2n+r+s 1qn af(n+r+1) af(n+s) af(n+s+1) af(n+r)

1-q qn(ab)lnTHI+lnTHJ+f(n+r) - qn(ab)lnTHJ+lnTHJ+f(n+s)

_ SN SN NOEERG,
_ a2n+r+s 1qn+s af(n+r+1)y€(n+s) y{(n+s+1)af(n+r)
n+r n+s n+r n+s
1=q  |plTHzlsem gl ]rsmes)
_ SN BN RO
+ a2n+r+s 1qn+r yf(n+r+1)af(n+s) af(n+s+1)yf(n+r)
n+r n+s n+r n+s
1=q |l lsen T Emes)
ZFTHST1lg2ndTs ?§?1)1+r+1)?§g((r)z+s) 7§£’((r)z+s+1)7g((r)z+r)
- - S S P Toee S L oy | (3.25)
a (ab)l 2 2 (ab)2 2

Ispat:
(3.3) ve (3.10) bagintilar1 yerlerine yazilirsa,

£n+r,k (a; q)ﬁn+s,k (a;q) — £n+s,k (a;q) ﬁn+r,k (a;q)
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A(k) NG ,\(k) NG
_ (“MT f(n+r+1)+(aq)n+ry§(n+r+1)) <“"+S Fn+s)~ (@) +Sy€(n+s)>

(ap)l T+ (anl Ta-q)

a ~ (k) ~(k)
_ (“n+s E(n+s+1)+(aq)n+sy§(n+s+1)) <“ "8 gy~ (@)™ er(n+r)>

(@)l T 5@+ (@n)l T a-q)

elde edilir. Burada gerekli dagilma islemleri yapildiginda ve elde edilen sonuglar

diizenlendiginde,

n+r k(a Q)Tn+sk(a CI) n+sk(a CI) Tn+r k(a q)

G (k) a® ~)
_gintres—ign Lem+r+1) FE(n+s) Lem+s+1)Fe(n+r)
= n¥r| [n+s ntr|, |nts
1-q q”(ab)l 4|22+ £t q"(ab)l |+ +e(m+s)
A(k) (k) IN(9) A(k)
_aFmmrsmights | @emarinVe(nts) Veas+n Femn)
n¥r| . | n+s n+r| |n+s
1—q (ab) J+[ J+€(n+r) (ab) J+[ J+€(n+s)
IN() G a® 50
+ QFMATHSTLGMIT L Vetnar+0) Fen+s) emts+nVemin
n+r|, |n+s n+r|, |nts
1-q (ab)l |+ +E () (ab)lT]+ E|+em+s)
~(k) (k) (k) (&)
_ a2n+r+s—1q2n+r+s yf(n+r+1)y€(n+s) _ y{(n+s+1)y€(n+r)
n+r|, |n+s n+r|, |nts
1-q (ab)l |+[255]+ £+ (ab) RS [+ets)

sonucu bulunur. m

Asagidaki teorem iki periyotlu ¢ —Fibonacci 2% —ionlarinin ve iki periyotlu ¢ —Lucas

2% —ionlarmin Catalan 6zdesliklerini ifade ve ispat etmektedir
Teorem 3.4.2: (Catalan 6zdesligi)

n ve r pozitif tamsayilar olmak tizere n > r i¢in Catalan 6zdeslikleri sirasiyla,
jf'n+r,k (a; Q)ﬁn—r,k(a’; q) — (ﬁn,k(a’; q))z

NORNGS) S0 o0 0
a2 2qnr K“s(nw)“an—r)*q rys‘(n+r)y€(n—r)> _ <(“s(n>)z+q2n0’f(n))z>l

n+r n—-r
(1-q)? qn‘r(ab)l l 2 q""(ab) lZJ
0 o0 NN 200 S0 o0 S0
_afnTzgnr “€(n+r)Vs(n—r)+q"”s(n+r)“e(n—r) a?n2q" Xy Ve e e . (3.26)
n+r .
(1-q)? (ab)l J+l 2 (- q)z (ab) lZJ
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£n+r,k (CZ; Q)ﬁn—r,k (a; Q) - (ﬁn,k (CZ; Q))z

~ (k) ~ (k) ~(k)
= g2n-2gn-T Yemir+nPem-rt1) _ @g(n+1)”
qn‘r(ab)lnT” +HE |+ +Em-n) q"" (ab)n*+$(M
~ (k) (k) (k) ~ (k) (k) NG
e g A nrrsn) Ven-r+n T Vemar+n@etn-ren T4 Vener+n)Vem—r+1)
@ b)["T”]+ BT+ &) +E(m-1)
S S o) K S \?
2n,n “f(n+1ﬂ’f(n+1)+V$(n+1)“s(n+1)+qn(”f(n+1))
—a (3.27)
q (ab)""‘an) ) .

seklinde elde edilir [26].

Ispat: 1k olarak (3.26) &zdesligi ispatlanacaktir. Bunun igin (3.3) bagintist

kullanilarak;

ﬁn+r,k(a; Q)ﬁn—r,k(a; q) — (ﬁn,k(a; Q))z

) (0 ) —r5 () at g0\ ?
<an+ra€(n+r)_(aq)n+1"y$(n+r)> (an Taf(n—r)_(aq)n TV&(n—r)) _ <anaf(n)_(0£Q)nY€(n)>

nEr n-r n
(@) 7 la(1-q) @ zlati-q)

(@7 la(-q)

elde edilir. Sonug olarak gerekli dagilma islemleri yapildiginda ve elde edilen sonuglar

diizenlendiginde,
R . L 2
j:n+r,k (a; Q)Tn—r,k(a; Q) - :Fn,k (CZ; CI)

o [[2® AR S0 o) N NG
a?n—2gqnr I(af(n+r)a€(n—r)+q2ry€(n+r)y€(n—r)) _ ((“f(n))z“‘qzn(ys(n))Z)l

n¥T| |1 n
(1-q)? qn—r(ab)lTJ"lTJ qn‘r(ab)zlfJ
R X R RO Z2 0 [a® 500 00 o)
_anm2gnT af(n+r)y$(n—r)+fzryf(n+r)af(n—r) 42 Femem e T
n+r|, |\ n—r n
(1-g)? @z = (1-q)* (an)?]

elde edilir. Benzer sekilde (3.27) 06zdesligi de (3.10) bagintisi yardimiyla

hesaplanabilir. m

Asagidaki teorem iki periyotlu g —Fibonacci 2% —ionlarinin ve iki periyotlu ¢ —Lucas

2% —ionlarmin Cassini 6zdesliklerini ifade ve ispat etmektedir.
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Teorem 3.4.3: (Cassini 6zdesligi)

n > 1 olmak tizere Cassini 6zdeslikleri sirasiyla,
ﬁn+1,k(a; Q)ﬁn—l,k(a; q) — (ﬁn,k(a; Q))z

RN BN RN () e 500
— e [( gnrn¥em-n+a Vs(n+1ﬂ’f(n—1)) _ <(“5(n))2+q2n0’s n))z)l

(1-q)? q"‘l(ab)lnﬂj"'l g qn‘l(ab)zl J

(k) k) ~k) |, ~k) ~(k)
afnm2gn—t “£(n+1)yz(n nta’ Vf(n+1)a€(n |, @?" 2" “f(n)yf(n)"'yf(n)af(n)
+Z . (3.28)

(-9)? = a- q)z ()

Ly (s Q) Ln-ve(; @) = Loi(a; 0)?

~(K) ~ (k)
— g2ngn1 @¢ ) @)’
qn—l(ab)n—f(n—l) qn—l(ab)nhf(n)

lA(k) 5 S (k) +qnt 1(A(k) )zl

ey Peem) 9 V) ¥ (m)
(ab)n—¢(n-1)

+a2nqn 1

2B S S0 (0
__on o | Fmrn Ve e @ )t 0" Piinan) 329
a”q" (ab)n+Em ) (3.29)

seklinde elde edilir [26].

Ispat: Cassini 6zdesligi, Catalan 6zdesliginin 6zel halidir. Teorem 3.4.2 de r =1

alinirsa bu teoremin ispati tamamlanmis olur. m

Asagidaki teorem iki periyotlu g —Fibonacci 2% —ionlarinin ve iki periyotlu ¢ —Lucas

2% —ionlarmin d’Ocagne 6zdesliklerini ifade ve ispat etmektedir
Teorem 3.4.4 (d’Ocagne 6zdesligi)
n ve m dogal say1 olsun. Eger m > n + 1 ise asagidaki 6zdeslikler saglanir [26].

Fone (@ OF vk (@ q) — Frp(s OF i (a5 q)

m+n—1
T b)ln;f 5 - [(@b)¥™ @em) Bz nray — (@) ™ g Bems]
a q
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m+n—1,,m+n+1
+( b(;lnglj l’z+1j(1 )2 [(@b) ™ P myPenen) = (@) P PgimyPemer]
a —-q
m+n—-1,m
+( b) n(ilj m+z]( )2 [(ab)f(n)q&f(m)?é’(mﬂ) - (ab)f(m)?f(m)&f(nﬂ)]
a 1-q
m+n—1
+ e —— [(@b) ™ Py By — (@Dl Pensn]  (3.30)

@l 5 -2

ﬁm,k (a; q)£n+1,k (CZ; CI) - ﬁn,k (a; Q)£m+1,k (a; q)

_ gmtnH [ Aean+1)@e(n) Ae(n+1)Te(m)

(ab) R (ab)lmTHJ 5

gL gmintl [ Yem+1m) Yem+nVem)

(ab)lm+1J+ln = (ab)lmTHJ 5

pgmntl m[ Vem+n@m 4@+ Vem)
m+1 n+ m+2 n+1
@A o P

qa y 7 a
fgmintl nl Em+1)VEm) E(n+1)%E(m) (3.31)

(ab)lmHJ ln+2 (ab)lm+2J ln_+1 .

Ispat: 1k olarak (3.30) &zdesligi ispatlanacaktir. Bunun igin (3.3) bagintist

kullanilarak;

ﬁm,k(a; q)ﬁn+1,k(a; C[) - ﬁn,k(a; q)ﬁm+1,k
_ <amaf(m)—(“®m7s(m)> (“"“af(nm (aq)™ 7€(n+1)>
- lml - TI.+1J
(ab)l2la(1-q) (ab) a(1-q)

By =@ Ve | [ @ Wemay=@D™ Feamay
B I . ]
(ab)2la(1—q) (ab) a(l—q)

elde edilir. Sonug olarak gerekli dagilma islemleri yapildiginda ve elde edilen sonuglar

diizenlendiginde,

Fone (@ OF ik (@ q) — Frp(s OF mrr (a5 q)

a,m+n 1

ln+1 lm+1

[(@b)$™ @ () R (1) — (@b)* ™ By Re(mas) ]

@7 % (1-g)
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am+n 1qm+n+1

+

[(@b)* ™9 emPemeny — (@) ®PemPecmen]

n+1] lm+1

@ T gy

am+n 1qm

@l = 5 -2

+ [(@b) @ qaem Peamsn) — (@) ™ Pem@ensn)]

am+n lq

+ n+1 m+1
@7 5 (1o

[(@b) Py Bemeny — (@B) ™ qaemyPensn]

elde edilir. Benzer sekilde (3.31) ozdesligi de (3.10) bagintist yardimryla

hesaplanabilir. m
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BOLUM 4
SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma 4 bolimden olusmaktadir. Birinci bdlimde Fibonacci dizisinin tarihsel
gelisimi anlatilmistir. Tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ikinci bolimde Modifiye edilmis genellestirilmis Fibonacci
2% —ionlar1 ve moditiye edilmis genellestirilmis Lucas 2% —ionlar1 tanimlanmus, kuvvet
serilerinden yararlanilarak {irete¢ fonksiyonu hesaplanmistir. Ayrica Binet formiili,
Catalan ve Cassini 6zdeslikleri de sunulmustur. Uglinci boliimde iki periyotlu
q —Fibonacci 2% —ion ve iki periyotlu g —Lucas 2*¥ —ion tamimlar1 verilmistir. Bu
kavramlarin Binet formiilleri, toplam formiilleri, iistel tirete¢ fonksiyonlari, Catalan,
Cassini ve d’Ocagne 6zdesliklerine yer verilmistir. Son boliimde ise tezin literatiire olan

katkisindan bahsedilmistir.

Sonug olarak elde edilen sonuglar literatiirdeki ¢alismalarin bir genellemesi oldugundan

Onem tagimaktadir.

[32, 33, 34] numarali kaynaklarda k —periyodik Fibonacci ve k —periyodik Lucas
dizileri hakkinda bilgi verilmistir. Bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglardan yola
cikarak k —periyodik Fibonacci ve k —periyodik Lucas dizileri i¢cin de benzer bir

calisma yapilabilir.

46



10.

11.

12.

13.

14.

15.

KAYNAKCA

Fibonacci, L., ‘Liber Abaci’, 1202.

Koshy, T., “Fibonacci and Lucas numbers with applications”, John Wiley and
Sons, 2011.

Bilgici, G., “New generalizations of Fibonacci and Lucas sequences”, Applied
Mathematical Sciences, 8(29), 1429-1437, 2014.

Falcon, S., Plaza, A., “The k —Fibonacci sequence and the Pascal 2 —triangle”,
Chaos, Solitons ve Fractals, 33 (1), 38-49, 2007.

Edson, M., Yayenie, O., “A new generalization of Fibonacci sequence &
extended Binet’s formula”, Integers, 9 (6), 639-654, 2009.

Yayenie, O., “A note on generalized Fibonacci sequences”, Applied
Mathematics and Computation, 217 (12), 5603-5611, 2011.

Bilgici, G., “Two generalizations of Lucas sequence”, Applied Mathematics and
Computation, 245, 526-538, 2014.

Horadam, A. F., “Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions”, The
American Matematical Monthly, 70 (3), 289-291, 1963.

Tan, E., Yilmaz, S., Sahin, M., “A note on bi-periodic Fibonacci and Lucas
quaternions”, Chaos, Solitons & Fractals, 85, 138-142, 2016.

Halic1, S., “On dual Fibonacci octonions”, Advances in Applied Clifford
Algebras, 25 (4) 905-914, 2015.

Kegilioglu, O., Akkus, I., “The Fibonacci octonions”, Advances in Applied
Clifford Algebras, 25 (1), 151-158, 2015.

Akkus, 1., Kecilioglu, O., “Split Fibonacci and Lucas octonions”, Advances in
Applied Clifford Algebras, 25 (3), 517-525, 2015.

Ramirez, J.L., “Some combinatorial properties of the k —Fibonacci and the
k —Lucas quaternions”, Ananele Universitatii “'Ovidius’’ Constanta-Seria
Matematica, 2 (2),201-212, 2015.

Syznal-Liana, A., Wloch, L., “The Pell quaternions and the Pell octonions”
Advances in Applied Clifford Algebras, 26 (1), 435-440, 2016.

Syznal-Liana, A., Wloch, 1., “A note on Jacobsthal quaternions™, Advances in

Applied Clifford Algebras, 26 (1), 441-447, 2016.

47



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

Yilmaz, N., Yazlik, Y., Taskara N., “The bi-periodic Fibonacci octonions”
(arXiv:1603.00681), 2016.

Cimen, C. B., Ipek, A., “On Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas octonions”,
Mediterranean Journal of Mathematics, 14 (2), 37, 2017.

Iyer, M. L., “A note on Fibonacci quaternions”, Fibonacci Quart., 7, 225-229,
1969.

Halic1, S., “On Fibonacci quaternions”, Advances in applied Clifford algebras,
22 (2),321-327, 2012.

Kome, S., Kome, C., Yazlik, Y., “Modified generalized Fibonacci and Lucas
quternions”, Journal of Science and Arts, 19 (1), 49-60, 2019.

Bilgici, G., Tokeser, U., Unal, Z., “Fibonacci and Lucas sedenions”, Journal of
Integer Sequences, 20 (2), 3, 2017.

Catarino, P., “k —Pell, k —Pell-Lucas and modified k —Pell sedenions”, Asian-
European Journal of Mathematics, 12 (02), 1950018, 2019.

Soykan, Y., “Tribonacci and Tribonacci-Lucas sedenions”, Mathematics, 7 (1),
74, 2019.

Yilmaz, N., Yazlik, Y., Taskara, N., “On the bi-periodic Lucas octonions”,
Advances in Applied Clifford Algebras, 27 (2), 1927-1937, 2017.

Koéme, S., Kirik, H., “On The Generalized Fibonacci and Lucas 2¥ —ions”,
Notes on Number Theory and Discrete Math., 26 (4) 173-186, 2020.

K&me, S., Giin, H., “Bi-periodic Fibonacci and Lucas 2¥ —ions with q —integer
components”, Under review, 2021.

Kome, S., Kirik, H., “On a new generalization of Fibonacci sedenions”,
BILMES, Nevsehir, 2019.

Kome, S., Kirik, H., “q —analogues of biperiodic Fibonacci and Lucas
sedenions”, UBAK, Ankara, 2021.

Falcon, S., Plaza, A., “On the Fibonacci k —numbers”, Chaos, Solutions and
Fractals, 32 (5), 1615-1624, 2007.

Kac, V. G., Cheung, P., “Quantum calculus”, Springer, 113, New York, 2002.
Gocen, M., Soykan, Y., “Horadam 2% —ions”, Konuralp Journal of Mathematics
(KJM), 7 (2), 492-501, 2019.

Irmak, N., Szalay, L., “On the k —periodic binary recurrences”, In Annales

Mathematicae et Informaticae 40, 25-35, 2012.
48



33. Cooper, C., “An identity for period k second order linear recurrence
systems”, Congr. Numer, 200, 95-106, 2010.

34. Edson, M., Lewis, S., Yayenie, O., “The k —periodic Fibonacci sequence and an
extended Binet's formula”, Integers, 11, Paper #A32, 2011.

35. Hamilton, W. R., “Ii. on quaternions; or on a new system of imaginaries in
algebra”, The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and
Journal of Science, 25(163), 10-13, 1844.

36. Kizilates, C., Kone, T., “On higher order Fibonacci hyper complex
numbers”. Chaos, Solitons & Fractals, 148, 111044, 2021.

37. Bilgici, G., Dasdemir, A., “Some unrestricted Fibonacci and Lucas hyper-

complex numbers”, Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis de

Mathematica, 24(1), 37-48, 2020.

49



OZGECMIS

Hafize Giin, 1996 yilinda Tarsus’ta dogdu. IIkégretimini ve orta 6gretimini Mersin Dr.
Kamil Tarhan ilkégretim okulunda tamamladi. 2014 yilinda Nevsehir Hac1 Bektas Veli
tiniversitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandi. Ardindan 2018
yilinda Matematik boliimiinii derece ile tamamladi. Ayni yil igerisinde Nevsehir Haci
Bektas Veli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda yiiksek
lisansa bagladi. 2018 yilinda Nevsehir Altinyildiz Kolejinde Matematik 6gretmeni

olarak goreve basladi.

Asagida Sure KOME ve Hafize GUN tarafindan bu tez ¢alismasi boyunca yapilmis olan

calismalar listelenmektedir.
Yaymlar & Katildig1 Sempozyumlar

1. Kome, S., Kirik, H., “On a new generalization of Fibonacci sedenions”,
BILMES, Nevsehir, 2019.

2. Kome, S., Kirik, H., “On The Generalized Fibonacci and Lucas 2¥ —ions”,
Notes on Number Theory and Discrete Math., 26 (4) 173-186, 2020.

3. Kome, S., Giin, H., “Bi-periodic Fibonacci and Lucas 2% —ions with g —integer
components”, Under review, 2021 (BAP kapsaminda tiretilmistir).

4. Kome, S., Kirik, H., “q —analogues of biperiodic Fibonacci and Lucas

sedenions”, UBAK, Ankara, 2021 (BAP kapsaminda tretilmistir.).

Adres: 15 Temmuz mahallesi Ziibeyde Hanim Caddesi 160/6
Nevsehir/Merkez

e-posta: hhafize4@gmail.com

50



Jipjeaeininpuning apunug zob yelejo 8bjaq Jiq IjwauQ spuisawjuipusiiebep ululgjaloid 4yg uluusinonninA
afoud ‘wio “ziuuspub suisaipe ejsod-o jwLIg uoAseulpiooy Lisjsfoid ewlnSely |eswijig eiuos uepnpinpjop iuLejuele iibji unwiio) ‘usyn JoN

A0A

aleyew Ue|o epuisewese
aw.ipusjiebap waxey apibisp
11q lsepul papuedxa [S < Jape | loA|juipuspiabiaq

epuisewesy YiJizeH

uip(iq SiwuejwiAed 3oz uenuns

Blsuelajuoy Iselele|sn|n < jape | Jep
(‘Jipepunje 1saws|eoul
(-mSiwuejwiked azo uluuip(iq eaUAY
woayey eey apibiep Jig 1syepul papuedxs
JIn$nwinuns e}, Yygn Ue|o SUBIjuoy Jiq
[0S dnjo  Siwuepizey  epulwesdey
Iselelejsnin dnjo Siwuepizey epuiwesdey
Isaloid Jyg a|exew uejo Ijizek epue)nA)
Isafoid dyg Mg uejo 1jizek epuejnp)
"120¢
"120Z ‘eieuy ‘Yign ‘ Suoluspas seon | ‘Mainas Japupn ‘susuodwod Jabsjui— b
puEe 100BUO0qI4 dlpouadiq jo sanbojeue— b, | YIM SUOI— ,Z SEONT pue  190euoqi4
‘NND MMM ozyeH on JNQM aing | olpolad-ig, ‘NN dzijeH A JNQY 8Ing Ged40¢dvay JNOM aing 1sehn 160 ua
Liejuife\ iyepuiwesdey) papuedx3
sejuife ) 1aB1q 1116]] o)1 1seload dvg | -|0S ehan |98 111B]| 9|1 Iseloid dvg Isafoid dvg nsnommn afoid

nuwuo4 awapua|iblig uife, |aswijig nBNQIBUIPIO0Y dVg ISB)ISIaAIUN IIOA Sepjag 19eH JIYasSAeN

A s

A




