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OZET
Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde, tez konusu ile alakali detayli bir literatiir taramasi yapilmis olup konu ile

ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, oncelikle bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve
Padovan—p sayilarinin tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu sayilara ait dizilerin Binet
benzeri formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi 6zel toplamlari da bu bdliimde

sunulmustur.

Ucgiincii boliimde, iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlari
hakkinda bilgilere yer verilmistir. Bunun yani sira, bu béliimde tanimlanan polinomlarin

iirete¢ fonksiyonlar1 ve birbirleri ile olan iligkileri de elde edilmistir.

Dordiincii bolim ise tezde yapilan g¢alismalarin literatiire katkisi ile ilgili sonug

boliimiinden olugsmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Padovan sayisi, Pell-Padovan sayisi, Jacobsthal-Padovan sayisi,
Padovan—p sayisi, Iki degiskenli Fibonacci—p polinomlari, Iki degiskenli Lucas—p
polinomlari, Urete¢ fonksiyonu, Bihiperbolik sayilar.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, a detailed literature review related to the thesis topic has been

conducted, including fundamental definitions and theorems related to the subject.

The second chapter, the definitions of bihyperbolic Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-
Padovan and Padovan—p numbers are given. In addition, Binet-like formulas, generator
functions and some special sums of the sequences of these numbers are also presented

in this section.

In the third chapter, information about bivariate bihyperbolic Fibonacci—p and
Lucas—p polynomials is given. In addition, the generating functions of the polynomials

defined in this section and their relationships with each other were also obtained.

In the fourth chapter, the conclusion regarding the contribution of the studies carried out

in the thesis to the literature is given.
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BOLUM 1
GIRIS
Literatiirde karmagik sayilarin daha yiiksek boyutlara yonelik bircok genellemesi
bulunmaktadir. Uygulama ac¢isindan bakildiginda dort boyuta yapilan genelleme ¢ok
ilgingtir. Ozellikle kuaterniyonlar, fizik ve miihendislikte bilgisayarli gérme ve
elektromanyetik alan denklemleri agisindan ©nemli bir yere sahiptir. Ancak
kuaterniyonlar degismeli olmayan bir cebirdir ve bazi uygulamalar i¢in bazi
sinirlamalara sahip olabilirler. Kuaterniyonlar ilk olarak William Rowan Hamilton
tarafindan kesfedilmistir [1]. Karmasik sayilarin aksine kuaterniyonlar reel olan dort
bilesenden olusur. Bir g kuaterniyonu, qo, q1, g2, q3 reel sayilarinin bir kombinasyonu

olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir,

q =qo +iq: +jq, + kqs.

Burada i, j ve k vektorleri, R3’te standart ortonormal baz vektorleridir. Ayrica asagidaki

carpim kurallarini saglamaktadirlar,

2=j2=k*=-1,ij=—ji=k jk=-kj=1i ki=—ik=]j.

1848 yilinda, Cockle tarafindan a, b, c,d € R ve
i’=-1,j =1, k*=-1,ij=ji=k,

olmak tizere t = a + ib + jc + kd seklinde verilen Tessarine sayilar1 tanitilmistir [2].
Tessarine sayilari ile kuaterniyonlar arasindaki fark degisme ozelligidir. Ciinki
kuaterniyonlar degismeli degilken, Tessarine sayilar1 degismelidir. Cockle'n Tessarinler
iizerine yaptig1 calismadan sonra, Segre [3], Hamilton ve Clifford'un buldugu
kuaterniyonlar1 reel katsayili karmasik sayilarla degistirerek bikompleks sayilar elde
etmis ve Tessarine sayilariyla izomorfik bir cebir olusturmustur. Bikompleks sayilarin
kesfiyle birlikte elde edilen yeni sayilar ise hiperbolik sayilar konusunda ortaya bir fikir

atmistir.



Matematik ve teorik fizigin farkli alanlarinda uygulamalar1 olan hiperbolik sayilar, reel
sayilarda tanimli olmayan ve karesi 1’e esit olan bir saymin kiimeye katilmasiyla
iiretilen kiimeye denir. Hiperbolik sayilar literatiirde iyi ¢alisilmaktadir ve 6zel gorelilik
teorisinin iki boyutlu uzay-zaman diizenini tanimlayan en degerli matematik dillerinden
biri olarak kabul edilmektedir. ilk olarak 1848 yilinda J. Cockle tarafindan karmasik
katsayilara sahip hiperbolik sayilar tanitilmistir [2, 4-6]. Hiperbolik sayilar matematik
literatiiriinde Lorentz sayilari, ¢ift sayilar, dubleks sayilar, boliinmiis karmagik sayilar ve
perplex sayilar gibi farkli isimlerle amlmaktadir [7, 8]. iki boyutlu bir say1 sistemi olan
hiperbolik say1, z = x + hy seklinde tanimlanmaktadir. Burada x,y € R ve h? = 1 ve
h # +1 dir. Boylece, hiperbolik sayilar kiimesi,

H={zzz=x+hy, x,yER, h?* =1, h¢ R}

seklinde tanimlanir [8]. Herhangi iki hiperbolik say1 z; ve z,in toplanmasi, ¢ikarilmasi

ve ¢arpilmasi asagidaki sekilde tanimlanir:

z1 X2, = (%, + hyy) £ (% + hy,) = (6 £ x2) + h(y; £ y2)
Zy X Z; = (X1 + hyy) X (x3 + hyy) = x1%; + Y1y, + h(x1Y, + y1X3).

Ote yandan, iki hiperbolik sayinin boliimii,

zy _ xathys _ (xathy)(x2—hys) _ x1X2+y1y» X1Y2+Y1X2

Z;  xz+hy;  (x2+hyz)(x2—hy2) xX3-y3 x3-y3

seklinde elde edilir. z = x + hy ‘nin hiperbolik eslenigi ise Z = x — hy seklindedir [8].

Bihiperbolik sayilar, hiperbolik say1 ¢iftlerinin lineer birlesimi olarak yazilabilen
sayilardir. Bihiperbolik sayilar [9], kanonik hiperbolik kuaterniyonlar [10] veya
hiperbolik dortlii karmasik sayilar [11] olarak adlandirilabilir. Bihiperbolik sayilar

kiimesi,
Hy = {x = xo + j1x1 + joXp + jaX3: X, X1, X2, X3 € R, ji, o, j3 & R} (L.1)

olarak tanimlanir. Burada,



Ji =J3 =Ji =1 juz = Jjo1 = Js Jus =Jaj1 = Jor JoJz = JaJ2 = J1
carpim kurallar1 gegerlidir. Bihiperbolik sayilarin carpimi cebirsel ifadelerin carpimi
gibi yapilabilir. H, tizerindeki toplama ve ¢arpma islemleri degismeli ve birlesmelidir.

Carpma, toplama islemi tizerine dagilir. (H,, +,.) degismeli bir halkadir [9, 12, 13].

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu tez calismasindaki amac¢ Oncelikle literatiirde var olan Genellestirilmis Tribonacci
dizisinin 6zel hallerinden de elde edilebilen Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan
sayilarim1 ve Padovan—p sayilarmi kullanarak bu sayilarin bihiperbolik sayilar ile
iligkisini ele almaktir. Ayrica, iki degiskenli Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlarinin
da bihiperbolik sayilar ile iligkisi tez ¢alismasinda arastirilan konulardandir. Bu nedenle
oncelikle bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve Padovan—p
sayilarimin tanimlar1 elde edilerek bu sayilarin pek cok 6zelligi ele alinacaktir. Ayrica
iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlarimin tanimlar1 yapilip
bu tanimlar yardimiyla yeni tanimlanan polinomlarin {irete¢ fonksiyonu ve birbirleri ile

olan iligkileri de incelenecektir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Literatiirde bu zamana kadar say1 dizileri, Fibonacci ve Lucas polinomlari, hiperbolik
sayilar, bihiperbolik sayilar vb. hakkinda bircok uygulama ve genellemeye yer
verilmistir. Bu boliimde tezin olusum asamasinda yararlanilan ¢alismalar hakkinda

bilgiler verilecektir.

Yalavigi (1971), “A Note on ‘Another Generalized Fibonacci Sequence’ isimli
caligmasinda, genellestirilmis Fibonacci dizilerinden bahsetmistir. Ayrica bu ¢alismada

Tribonacci dizilerini de ele almistir [14].

Yalavigi (1972), “Properties of Tribonacci numbers” isimli ¢aligmasinda, Tribonacci

sayilarinin pek ¢ok 6zelligi izerinde durmustur [15].



Shannon ve Horadam (1972), “Some properties of third-order recurrence relations”
isimli ¢aligmalarinda, ¢esitli teknikler kullanarak ii¢lincii dereceden rekiirans bagintilari

hakkinda bazi sonuglar elde etmislerdir [16].

Scott ve calisma arkadaslart (1977), “The Tribonacci Sequence” isimli calismalarinda,
Tribonacci dizisinin tanimini sunmuslardir. Ayrica bu dizilerin iirete¢ fonksiyonunun

yant sira bazi 6zelliklerini de bu ¢alisma da elde etmislerdir [17].

Shannon (1977), “Tribonacci numbers and Pascal’s pyramid” isimli ¢alismasinda,
literatiirde tartisilan Tribonacci sayilar igin bir ifade elde etmistir. Bu ifade de Pascal
piramidi olarak adlandirilan ifade ile Tribonacci sayilar1 arasinda bir iligki kurmustur

[18].

Spickerman (1982), “Binet’s formula for the Tribonacci sequence” isimli ¢aligmasinda,

Tribonacci dizileri i¢in Binet formiiliini gelistirmistir [19].

Bruce (1984), “A modified Tribonacci sequence” isimli ¢alismasinda, literatiirde yer
alan Tribonacci dizisi i¢in rekiirans bagintisinin olduk¢a hantal oldugundan ve bu
nedenle pek cok oOzelliginin kolaylikla elde edilemeyeceginden Fibonacci dizisine

benzer bir gelistirmenin yapilabilmesi amaciyla bir degisiklik dnermistir [20].

Pethe (1988), “Some identities for Tribonacci sequences” isimli ¢alismasinda,
Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin benzer genellestirilmis 6zdesliklerinin, Tribonacci
sayilar1 i¢in de elde edilebilmesi amaciyla, Gauss tam sayilarindaki karmasik Tribonacci

sayilarini tanimlamistir [21].

Shannon ve calisma arkadaslar1 (2006), “Properties of Cordonnier, Perrin and van der
Laan numbers” isimli ¢aligmalarinda, Fibonacci ve Lucas'in daha iyi bilinen ikinci
dereceden dizilerine benzer baz1 6zelliklere sahip olan belirli {igiincii dereceden lineer

dizilerin baz1 6zelliklerini arastirmay1 amaglamiglardir [22].

Stakhov ve Rozin (2007), “The "golden" hyperbolic models of Universe” isimli

caligmalarinda, hiperbolik uzaymn yeni matematiksel modellerinin bir incelemesini



sunmuslardir. Ayrica yazarlar, bu modellerden en 6nemlileri olan hiperbolik Fibonacci

ve Lucas fonksiyonlarini da tanitmislardir [23].

Tuglu ve calisma arkadaslar1 (2011), “Bivariate fibonacci like p-polynomials™ isimli
caligmalarinda, iki degiskenli Fibonacci ve Lucas p-polinomlarmi incelemislerdir.
Daha sonra iki degiskenli Fibonacci ve Lucas p-polinomlarinin bazi 6zelliklerini de bu

makalede sunmuslardir [24].

Choi (2013), “Modular Tribonacci numbers by matrix method” isimli ¢aligmasinda,
Tribonacci sayilarini ele almislardir. Pascal tiggeninin benzeri olan bir Tribonacci
ticgeni bularak, herhangi bir Tribonacci sayisini matris yontemiyle hesaplamak ig¢in
etkili bir yontem arastirmislar ve bu amagla modiiler Tribonacci sayisini ele alarak

dizinin periyotlarini bulmuslardir [25].

Yilmaz ve Taskara (2014), “Tribonacci and Tribonacci-Lucas numbers via the
determinants of special matrices” isimli c¢alismalarinda, 06zel matrislerin

determinantlarin1 kullanarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilarini elde etmislerdir

[26].

Yilmaz (2015), “Padovan ve Perrin sayilarinin matris temsilleri” isimli tez
caligmasinda, Padovan ve Perrin say1 dizilerinin baslangic sartlart tipinde matrislerini
alarak bu matris dizilerinin gesitli 6zelliklerini incelemistir. Bunlarin yaninda bu matris

dizilerinin binomial doniisiimleri tizerine ¢alismistir [27].

Deveci ve Karaduman (2017), “On the Padovan—p numbers” isimli ¢aligmalarinda,
Padovan p —sayilarin1 tanimlamislar ve daha sonra bunlarin Binet formiilli, lireteg
fonksiyonu, iistel gosterimi ve bazi toplamlari gibi cesitli 6zelliklerini elde etmislerdir

[28].

Alp ve ¢alisma arkadaslar1 (2017), “Two-periodic ternary recurrences and their Binet-

formula” isimli caligmalarinda, iki periyotlu {g¢lii dogrusal rekiirans kavramini



tanimlamiglardir. Ayrica altinci dereceden karsilik gelen rekiirans bagintisini elde etmek

icin Cooper'in yaklasimindan faydalanmislardir [29].

Gilingér ve Azak (2017), “Investigation of Dual-Complex Fibonacci, Dual-Complex
Lucas Numbers and Their Properties” isimli ¢alismalarinda, ikili-karmasik Fibonacci ve
Lucas sayilarin1 tanimlamiglardir. Bu sayilarin {rete¢ fonksiyonlarini ve Binet

formiillerini vermislerdir [30].

Tasc1 (2018), “Padovan and Pell-Padovan Quaternions” isimli ¢alismasinda, Padovan ve
Pell-Padovan kuaterniyonlarin1 tanimlamigtir. Binet benzeri formiilleri, {ireteg
fonksiyonlar1 ve toplam formiillerini vermistir. Ayrica Padovan ve Pell-Padovan

kuaterniyonlarinin matris gosterimlerini sunmustur [31].

Soykan (2020) “Summing formulas for generalized Tribonacci numbers” isimli
calismasinda, genellestirilmis Tribonacci sayilart i¢in toplam formiillerinin kapali
formlarii sunmustur. Daha sonra, mevcut sonuglarin 6zel durumlari olarak Tribonacci,
Tribonacci-Lucas, Padovan, Perrin, Narayana ve diger bazi {i¢ilincii dereceden dogrusal

yineleme dizilerinin toplam formiillerini vermistir [32].

Soykan (2020), “A study on generalized Jacobsthal-Padovan numbers” isimli
caligmasinda, genellestirilmis Jacobsthal-Padovan sayilarint ve dort 6zel durumu, yani
Jacobsthal-Padovan, Jacobsthal-Perrin, diizeltilmis Jacobsthal-Padovan ve degistirilmis
Jacobsthal-Padovan dizilerini incelemistir. Bu diziler i¢in Binet formiilleri, iiretec

fonksiyonlari, Simson ve toplam formiillerinden bahsetmistir [33].

Brod ve galigma arkadaslar1 (2021), “On some combinatorial properties of bihyperbolic
numbers of the Fibonacci type” isimli c¢aligmalarinda, bihiperbolik Fibonacci,
Jacobsthal ve Pell sayilarmin bazi 6zelliklerini ve bunlarin yaninda Binet formiilii,
Catalan, Cassini ve d’Ocagne 06zdesliklerini vermislerdir. Bu sayilar i¢in iireteg

fonksiyonlarini ve toplam formiillerini de elde etmislerdir [34].



1.3. Temel Kavramlar

Bu béliimde tez konusunu daha detayli bir sekilde anlayabilmek icin gereken ve tezin

diger boliimlerinde karsimiza ¢ikabilecek temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
[1k olarak genellestirilmis Tribonacci dizilerinden bahsedilecektir.

Tanimm 1.3.1: Genellestirilmis Tribonacci dizisi {W,(W,, Wi, Wy;1,5s,t)}ns0 (ya da

kisaca {W), },,>0 ) asagidaki sekilde tanimlanir;
Wn - TWn_l + SWn_z + th_3 ) n 2 3. (1.2)

Burada W, W;, W, baslangic sartlar1 ve keyfi karmasik sayilardir. Ayrica 7,s,t reel
sayilardir. Genellestirilmis Tribonacci dizileri pek ¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir [14-
21,25,26]. Tablo 1.1°de genellestirilmis Tribonacci dizilerinin bazi 6zel durumlari yer

almaktadir.

Tablo 1.1. Genellestirilmis Tribonacci dizilerinin baz1 6zel durumlari

Diziler Gosterimler OEIS|[35]
Fibonacci {E,} = {W,,(0,1,1; 1,1,0)} A000045
Lucas {L,} ={W,,(2,1,3;1,1,0)} A000032
Tribonacci {1} = {W,(0,0,1;1,1,1)} A000073
Tribonacci-Lucas {K,} = {W,,(3,1,3; 1,1,1)} A001644
Padovan {P,} ={W,,(1,1,1;0,1,1)} A000931
Pell-Padovan {R,} ={W,(1,1,1;0,2,1)} A066983
Jacobsthal-Padovan {0} ={W,(1,1,1;0,1,2)} A159284

Tablo 1.1.’den de goriildiigii gibi genellestirilmis Tribonacci dizisinde r = 0,s =t =

1, W, = W; = W, = 1 olacak sekilde secilirse Padovan dizisi elde edilir.



Tanim 1.3.2: n > 3 i¢in Padovan dizisi, {P, }, asagidaki sekilde tanimlanir,
PTL:PTl—2+PTl—3' (1.3)

Padovan dizisi {P,} nin baslangi¢ sartlar1 ise Py = P; = P, = 1 seklindedir. Burada B,,

n. Padovan sayisidir [27].

Teorem 1.3.1 (Binet Benzeri Formiilii): n € N igin, 1,7, ve 13, x> —x—1=0

denkleminin kokleri ve

_ (r2=1)(r3-1) _ (rn-1)(r3-1) _ (ri=1)(r-1)

T ) (r-rs) T (remr)(ra=13) T (r3—11)(r3—T2)
olmak tizere, Padovan dizisi, {P, }, icin Binet benzeri formiil
P, =anr™ + by, + cr3™ (1.4)
olarak verilir [27].

Teorem 1.3.2 (Urete¢ Fonksiyonu): Padovan dizisi, {P,}, i¢in iireteg fonksiyonu,

- 1+
Trmo Px™ = (1.5)
seklinde verilir [27].
Teorem 1.3.3: Padovan sayilar1 i¢in agsagidaki esitlikler saglanir [32].
D A R (1.6)
ii. k=0 P2k = Panyz — 1, (1.7)
iii.  Yk—oPar+1 =Panta— L, (1.8)

Tablo 1.1.’den de goriildiigl gibi genellestirilmis Tribonacci dizisinde r = 0,s = 2,t =

1, W, = W, = W, = 1 olacak sekilde segilirse Pell-Padovan dizisi elde edilir.



Tanim 1.3.3: n > 3 i¢in Pell-Padovan dizisi, {R,,}, asagidaki sekilde tanimlanir,
Rn = 2Rn—2 + R‘l’l—3 (1.9)

Pell-Padovan dizisi {R,}’nin baslangi¢ sartlar1 ise R, = R; = R, =1 seklindedir.
Burada R,,, n. Pell-Padovan sayisidir [31].

Teorem 1.3.4 (Binet Benzeri Formiilii)): n € N icin, s; = e

S S2 = Ve S3 =
—1, x3 — 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve
q= (s;-1)(s3-1) . — (s1—1)(s3—1) < = (s1—1)(s,—-1)
(s1—-s2)(s1—53) (s2—-51)(52—53) (s3—51)(s3—52)
olmak tizere, Pell-Padovan dizisi, {R,,}, icin Binet benzeri formiil
R, = as;™ + bs,™ + ¢s3™ (1.10)

olarak verilir [31].

Teorem 1.3.5 (Urete¢ Fonksiyonu): Pell-Padovan dizisi, {R,,}, icin iirete¢ fonksiyonu,

1+x—x2

Y=o RnX" = ——=— (1.11)
seklinde verilir [31].
Teorem 1.3.6: Pell-Padovan sayilari i¢in agagidaki esitlikleri saglanir [31].
. 1
i, SPoRe =2 Ry +Rugs + Ryyz — 1), (1.12)
ii. 1];1=0 RZk = R2n+1 —n, (1.13)
iii.  Xk—oRak+1 =Ropt1 + Ron + (n— 1), (1.14)

Tablo 1.1.’den de goriildiigii gibi genellestirilmis Tribonacci dizisinder = 0,s = 1,t =

2,W, = W; = W, =1 olacak sekilde secilirse Jacobsthal-Padovan dizisi elde edilir.



Tanim 1.3.4: n > 0 i¢in Jacobsthal-Padovan dizisi, {V},}, asagidaki sekilde tanimlanur,
Vn = Vn_z + 2Vn_3 (1.15)

Jacobsthall-Padovan dizisi {V,}’nin baslangi¢ sartlar1 ise Vo, =1,V;=1,V, =1
seklindedir. Burada 1}, n. Jacobsthall-Padovan sayisidir [33].

Teorem 1.3.7 (Binet Benzeri Formiilii): n € N i¢in, t;,t, ve t3, x> —x—2=0

denkleminin kokleri ve

(t,—-1)(t3—1) — (t,-1)(t3—-1) c = (t1—-1D)(t—-1)
(t1—t2)(t1—t3) "=  (t2—t)(tz—t3) "=  (tz—t1)(t3—t2)

g =
olmak tizere, Jacobsthal-Padovan dizisi, {V,,}, i¢cin Binet benzeri formiil
Vo = at,™ + bty™ + cts™ (1.16)

olarak verilir [33].

Teorem 1.3.8 (Uretec Fonksiyonu): Jacobsthal-Padovan dizisi, {},}, icin iireteg

fonksiyonu,
0 1+x
Y=o VX" = 55 (1.17)
seklinde verilir [33].
Teorem 1.3.9: Jacobsthal-Padovan sayilari i¢in agsagidaki esitlikleri saglanir [32].
. 1
i Y=o Vi =5 Vniz +Vnyy — 2), (1.18)
. 1
il YyrooVax =5 (Vanar + 2V — 1), (1.19)
i, Yco Vaker =5 Vansz + 2Vaner — 1), (1.20)
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Tamm 1.3.5: n>1, p €Z*ve p =2 i¢in Padovan—p dizisi, {Pap(n +p + 2)},

asagida verilen lineer rekiirans bagintisi ile tanimlanur.
Pap(n+p + 2) = Pap(n + p) + Pap(n). (1.21)

Padovan—p dizisi {Pap(n + p + 2)}‘nin baslangi¢ sartlar1 ise Pap(1) = Pap(2) =
<+ = Pap(p) =0, Pap(p + 1) = 1 ve Pap(p + 2) = 0 seklindedir [28].

(1.21)’de p = 2 alinirsa, n > 1 igin Pa2(2n + 1) = F, elde edilir.

Teorem 1.3.10 (Urete¢ Fonksiyonu): 0 < x? + xP*2 < 1 i¢in Padovan—p dizisi

{Pap(n + p + 2)} nin iireteg fonksiyonu;

SrooPap(n +p + Dx" = — (1.22)

—x2—xDt+2

olarak elde edilir [28].

Teorem 1.3.11: p + 1'den p + n'ye kadar Padovan—p sayilarmin toplamlar1 S, ile
gosterilsin. O halde

Sy =Y", Pap(p+i) =Y Pap(n+p+2-i)—1 (1.23)
olur [28].

Tammm 1.3.6: p > 1 tamsayr olsun. n>p igin, genellestirilmis iki degiskenli

Fibonacci—p polinom dizisi, {Fp'n (x, y)}, i¢in rekiirans bagintisi,

E,n(,y) = xFp 1 (x,¥) + YFp n_p1 (X, ¥), (1.24)

seklindedir. Genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci—p polinom dizisi {Fp,n (x, y)}’nin
baslangi¢ sartlar ise F, o(x,y) = 0ven = 1,2,...,p i¢in F,,(x,y) = x™* seklindedir
[24].
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Teorem 1.3.12 (Urete¢c Fonksiyonu): iki degiskenli Fibonacci—p polinomlarmin

iirete¢ fonksiyonu,

zZ

Y=o FBpn(x,y)z" = (1.25)

1-xz—yzP+1
seklindedir [24].

Tamm 1.3.7: p > 1 tamsayr olsun. n>p igin, genellestirilmis iki degiskenli

Lucas—p polinom dizisi, {Lp'n (x, )}, igin rekiirans bagmtist,

Lp,n(x' y) = pr,n—l(xr y) + pr,n—p—l(x' y)J (126)

seklindedir. Genellestirilmis iki degiskenli Lucas—p polinom dizisi {Lp,n (x, y)}’nin
baslangic  sartlart  ise  Lpo(x,y) =p+1ven=12,..,picinL,,(x,y) = x"
seklindedir [24].

Teorem 1.3.13 (Urete¢ Fonksiyonu): iki degiskenli Lucas—p polinomlarmin iireteg

fonksiyonu,

1+p(1—xz)
1-xz—yzP+1

Y=o Lpn(x,y)z™ = (1.27)
seklindedir [24].

Teorem 1.3.14: F,,(x,y) ve L,,(x,y), sirastyla iki degiskenli Fibonacci—p ve iki

degiskenli Lucas—p polinomlart i¢in,

Lyn(,y) = Fpni(,y) + 0y By (x,y) (1.28)

bagintis1 gecerlidir [24].

Teorem 1.3.15: F,,(x,y) ve L,,(x,y), sirastyla iki degiskenli Fibonacci—p ve iki

degiskenli Lucas—p polinomlart i¢in,

12



dLpn (x,y) .

L = By (x,Y) (1.29)
ve
0 Lyn(x,y)

2O ey (5,) (1.30)

bagintilar1 gegerlidir [24].

Teorem 1.3.16: iki degiskenli Fibonacci—p ve iki degiskenli Lucas—p polinomlarinin

toplamlari,

Zfl 0 n(x y) = m(Fp,k+p+1(xry) - Fp,p(x'y))

Ve

Zﬁ:o Lp,n (x, y) =

seklindedir [24].

(x+y-1)

(300 (Fomeien (6 9) = Fon(2,7))) (131)

(x+y 1)

1

(Lp,k+p+1(x' y) - Lp,p (X, y))

(300 (Lpmeksr (6 3) = Lpn(x,7))) (132)

(x+y 1)
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BOLUM 2

BiHIPERBOLIK PADOVAN, PELL-PADOVAN, JACOBSTHAL-PADOVAN
VE PADOVAN—p SAYILARI

Bu bolimde Bihiperbolik Padovan, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve
Padovan—p sayilar1 hakkinda bilgi verilecektir. Ayrica bu sayilara ait dizilerin Binet

benzeri formiilleri, lirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi 6zel toplamlar1 sunulacaktir.

[lk olarak bihiperbolik Padovan sayilar1 hakkinda bilgi verilecektir.
2.1. Bihiperbolik Padovan Sayilar

Bu boliimde ilk boliimde tanimi ve 6zellikleri verilen Padovan sayilar1 kullanilarak elde

edilen Bihiperbolik Padovan sayilar1 hakkinda bilgi verilecektir.

Tanmm 2.1.1: n € N i¢in, Bihiperbolik Padovan dizileri, {BP,}, su sekilde tanimlanr,

BP, = By + j1Pni1 + J2Prny2 + J3Pnys (2.1)

burada BP, , n'inci Bihiperbolik Padovan sayisi1 ve P, ise (1.3)’deki Padovan sayisidur.

n = 3 olmak iizere Bihiperbolik Padovan dizileri {BP,} i¢in,

BP,=BP,, + BP, ,, (2.2)

rekiirans bagmtisinin saglandigi aciktir. Bu {BP,} dizisinin baslangic sartlari, BP, =
1+j1+j2+2j3Ve
BP, = 1+ j; + 2j, + 2j; olacak sekilde verilmektedir.

Teorem 2.1.1 (Binet Benzeri Formiilii): n € N igin, 1,7, ve 13, x> —x—1=0

denkleminin kokleri ve

_ (r2=1)(r3-1) _ (rn-1)(r3-1) _ (ri=1)(r-1)

(T T (remr)(r-r3) T (rs—r)(r3—12)
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a=14jr +j,rf +jard B =14 jury + jors +jar3 , 86 = 1+ jyrs + jors + jars

olmak iizere, Bihiperbolik Padovan dizileri {BP,} i¢in Binet benzeri formiil,

BP, = aar{* + bfr)' + cory" (2.3)
seklindedir.

Ispat. 1k olarak (1.4) formiiliinde belirtilen Padovan dizisinin Binet benzeri formiilii ve
(2.1) bagntistyla verilen Bihiperbolik Padovan dizisi {BP,}’ nin tanim1 goéz Oniine
alinirsa,
BP, = P, +Jj1Pn+1 tJ2Pri2 +J3Prys

=an™ + br,™ + cr3™ + ji(ary ™t + byt + eyt

+j2(ar1"+2 + bT2n+2 + CT‘3n+2) +j3(ar1"+3 + bT2n+3 + CT3n+3)

yazilabilir. Bu esitlik bazi basit islemler yapilarak diizenlenirse,

BP, = ar,"(1 + jiny +j2T12 +j37'13) + br,"(1 + jimy ‘|‘]'27’22 +]'37”23)
+ers™ (1 + jirs + jorg + jar3)

= aar{* + bfry' + céry"

olacak sekilde elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.1.2 (Urete¢ Fonksiyonu): Bihiperbolik Padovan dizisi {BP,} igin iireteg

fonksiyonu

[N (1+j1+j2+2)3)+(A+j1+2j+2j3)x+(j1+ o +j3)x?
Zn:O Bann — 1 2 3 11_x2_2x3 3 17TJ2 3 (2'4)
seklindedir.

Ispat. 11k olarak,

g(x) = X7z BRx"
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olsun. O halde elde edilen bu g(x) fonksiyonu i¢in agsagidaki bagintilar gecerlidir.

glx) = z BP,x™ = BPy, + BP;x + BP,x* + z BB, x™

n= n=3

x2g(x) = ZBPx"”—ZBPn ,x™ = BPyx? +ZBP" Hx™

x3g(x) — Z B_ann+3 —
n=0

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1-x?2—-x3)g(x) =BP, + BP,x + (BP, — BP,)x*

+ Z(BPn —BP,_, — BP, 3)x"

n=3

elde edilir. (2.2) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

(A +ji +Jj2+2j3) + (A + 1 + 2, + 2j3)x + (i + )2 +j3)x2
1—x2—x3

g(x) =

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.1.3: Bihiperbolik Padovan sayilar1 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

i E=0Bpk:BPn+2+BPn+3_(BP1+BP2),
ii. Xk—oBPy =BPy43 — BPy,
iii. k=0BPa+1 =BPanys — BP,,

fspat.

(2.5)
(2.6)
2.7)

(i) Oncelikle (2.1) bagmtisiyla verilen Bihiperbolik Padovan dizilerinin tanimi goz

Oniine alinirsa,

k=0 BPx =Xk=0(Px + j1Pxs1 + j2Pr+2 + Jj3Pr+3)
= Yk=0Pr +J1 Xk=0Pr+1 T J2 Xk=0 Pr+2 T J3 ZZ—O Prys
= Yo P H i Xt P+ 2 XIS P + 3 XS
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:ZZl:oPk +]'1(Z;cl=opk - P +Pn+1)
+j2(z;cl=0pk _Po_Pl +Pn+1+Pn+2)
+j3(ZZ=0Pk_Po_Pl_P2+Pn+1+Pn+2+Pn+3)

elde edilir. Burada Tanim 1.3.2 ‘de verilmis olan Py, P; ve P, baslangi¢ sartlar1 ve (1.3)

bagntis1 yerlerine yazilirsa,

k=0BPx =BPyyy + BPyys — (2+3j1 + 4j2 + 5j3)
bagmtisi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

(i) Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 1 i¢in sonug agik¢a dogrudur.

Hipotezin n € Z* i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

k=0 BP2x = BPypy3 — BPy =BPyyi3 — (1 + 1 + 2j, + 2j3),

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in hipotezin dogru oldugunu, yani,

w3 BPy = BPys — (141 + 2j, + 2j3)

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.2) bagintisindan,

#20BPy = Yoo BPy + BPyyyy
= BPyp43 — (1 +j1+2j, + 2j3) + BPypyr
= BPypys — (1 +j1 +2j, + 2j3)

elde edilir. Sonug olarak ispat tamamlanir. m

(iii) Ispat tiimevarim yéntemi kullamilarak yapilabilir. n =1 icin sonug agik¢a

dogrudur. n € Z* igin dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

k=0 BP2k+1 = BPypyq — BP, =BPyys — (1 + 2j1 + 2j;, + 3)3),

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in dogru oldugunu, yani,
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Z:(l) BP;3y41 = BPypye — (1 + 2j; + 2j, + 3j3)

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.2) bagintisindan,

#20BP2is1 = Lit=o BP2is1 + BPany3
= BPypys — (1 +2j; +2j, + 3]3) + BPpq3
= BPypye — (1 +2j;+2j, + 3]3)

elde edilir. Sonug olarak ispat tamamlanir. m
2.2. Bihiperbolik Pell-Padovan Sayilar:

Bu boliimde ilk bolimde tanimi1 ve 6zellikleri verilen Pell-Padovan sayilar1 kullanilarak

elde edilen Bihiperbolik Pell-Padovan sayilar1 hakkinda bilgi verilecektir.

Tanmmm 2.2.1: n € N i¢in, Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi, {BR,}, su sekilde

tanimlanir,

BR, = Ry + jiRny41 + j2Rny2 +j3Rp43 (2.8)

burada BR,, , n'inci Bihiperbolik Pell-Padovan sayis1 ve R,, ise (1.9)’daki Pell-Padovan

sayisidir. n > 3 olmak tizere Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,,} igin

BR, = 2BR,_, + BR,,_5, (2.9)

rekiirans bagintisinin saglandigi agiktir. Bu {BR,,} dizisinin baslangi¢ sartlari, BR, =
1+j,+j,+3j3ve BRy =1+ j; + 3j, + 3j; olacak sekilde verilmektedir.
1+V5 1-V5

—,S, =—— Ve S3 =

Teorem 2.2.1 (Binet Benzeri Formiilii): n € N icin, s; = 5 .

—1, x3 — 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve

q= (s—-1)(s3-1) = — (s3-1)(s3—1) = (s3-1)(s2—1)
(s1—52)(s1-s3) ’ (s2—51)(s2—s3) ’ (s3—s1)(s3—52) "
@ =1+j181 4257 +j357, B =14 1S, +jo55 +j353 ,8 = 1+ jyS3 + j55 + jzS3
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olmak tizere, Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,,} i¢in Binet benzeri formiil,

BR,, = aas! + bfBs} + ¢bsd (2.10)
seklindedir.

Ispat. 11k olarak (1.10) formiiliinde belirtilen Pell-Padovan dizisinin Binet benzeri
formiilii ve (2.8) bagmtisiyla verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,,} nin tanim1

g0z Oniine alinirsa,

BRy, = Ry + jiRpy1 + JoRnyo + j3Rnys
= C_lS{l + ESZn + 55371 +j1(6_151n+1 + ESzn+1 + ES3TL+1)

+jp(@sy™? + bs,™2 + ¢53™42) + j3(@s,™3 + bs,"t3 + Cs3"2)

yazilabilir. Bu esitlik bazi basit islemler yapilarak diizenlenirse,

BR, = as;"(1 + j;5, +j2512 +j3sf) + 552"(1 +j152 +j2522 +j3523)
+¢s3™(1 + 153 ‘|‘]'2532 +j3533)

= @as!' + bPs} + c8st
olacak sekilde elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.2.2 (Urete¢ Fonksiyonu): Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,} icin

iirete¢ fonksiyonu

= (1+j1+jo+3j3)+(1+j1+3j2+3j3)x+(=1+ 1+ o+ jz)x?
Y  BRx" = LHatiz43)s J1+3j2+3)3 JitJj2+J3) @2.11)

1-2x2—x3

seklindedir.

Ispat. 11k olarak,

f(x) = Xizo BRpx™

olsun. O halde elde edilen bu f (x) fonksiyonu i¢in asagidaki bagintilar gegerlidir.
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BR,x™ = BR, + BR,x + BR,x* + z BR,x"
n=3

2x2%f(x) = z 2BR,x"*?% = z 2BR,_,x™ = 2BRyx% + z 2BR, _,x"
n=3

n=0 n=2
x3f(x) = z BR,x"t3 = z BR, _3x"
n=0 n=3

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1-2x%2—-x3)f(x) =BRy + BR;x + (BR, — 2BR;)x?

+ Z(BRn — 2BR,,_, — BR,_3)x™

n=3

elde edilir. (2.9) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

(A4ji+j2 +3j3) + (A +j; +3j, + 3j3)x + (=1 +j; +j, +jz)x?
1—2x2%2 —x3

f&) =

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Lemma 2.2.1: Her ne Z+ lgln, BR2n+2 - BR2n+1 - BRZTL == _1 +]1 _jz +]3 lfadeSI

dogrudur.

Ispat. Teorem 2.2.1°de verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,,} nin binet benzeri

formiilii kullanilarak esitligin dogrulugu kolaylikla ispatlanabilir. m

Lemma 2.2.2: HeI‘ ne Z+ lgln, BR2n+1 - BRZTL - BRZTl—l = 1 _jl +]2 _j3 lfadeSI

dogrudur.

Ispat. Teorem 2.2.1°de verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,,} nin binet benzeri

formiilii kullanilarak esitligin dogrulugu kolaylikla ispatlanabilir. m
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Teorem 2.2.3: Bihiperbolik Pell-Padovan sayilari i¢in agsagidaki esitlikler saglanir.

i YR_oBRy =;[BR, + BRup1 + BRuypy — (1+3j1 + 5j; + 7j3)], (2.12)
il.  Xk—oBRak = BRyny1 —n(1—ji+3j2—j3) + (2n—2)j, (2.13)
iii. k=0 BRak+1 = BRany1 + BRoyp + (n — (1 = 5j1 + j2 — 9j3)

+(4n —6)j; + (8n — 12)j, (2.14)
fspat.

(i) Oncelikle (2.8) bagntisiyla verilen Bihiperbolik Pell-Padovan dizisi {BR,} nin

tanim1 g6z Oniine alinirsa,

k=0 BRx =Xj—o(Ri + jiRy+1 + j2Ri+2 + j3Ris3)
= Yk=0 Rk + j1 k=0 Ri+1 + J2 Lk=0 Ricv2 + Jz Xi=o Ric+3
= Y=o Ric + J1 D21 Ry + j2 X5 Ric + j3 DRi3 Ry
= Yk=0 Ri + j1 (k=0 Rk — Ro + Rp11)
+/2(Xk=0 Rk = Ro — Ry + Rny1 + Rpy2)
+/3(Xk=0 Rk = Ro — Ry — Rz + Rny1 + Ryyz + Rys)

elde edilir. Burada Tanim 1.3.3 ‘de verilmis olan R, R, ve R, baslangi¢ sartlar1 ve (1.9)

bagntis1 yerlerine yazilirsa,

1 . . .
k=0 BRy =3 [BR, + BRpy1 + BRyyz — (1 + 3j1 + 5/ + 7js5)],
bagmtisi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

(i) Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 1 i¢in sonug agik¢a dogrudur.

Hipotezin n € Z* i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

Yk=0BR2x = BRypy1 —n(1 —ji +3j, — j3) + (2n — 2)j,

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in hipotezin dogru oldugunu, yani,

w0 BRox = BRypys — (n+ 1)(1 —ji + 3j;, — j3) + (2n)j,
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oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.9) bagintisindan,

0 BRy, = Yi—oBRaok + BRynya
= BRypi1 —n(1—j; +3j, —j3) + 2n— 2)j, + BRypyo

elde edilir. Burada esitligin sag tarafina BR,,.q + BRy, + (1 — j; + 3j, — j3) terimi

eklenip ¢ikarilirsa, gerekli islemler yapilarak,

Z:cl) BR;i = BRypy1 —n(1 —ji + 3j, — j3) + (2n)j, — 2j, + BRypy

+BRyp41 + BRyp + (1 —ji + 3j2 — j3)
—BRypy1 — BRyy — (1 —j1 +3j2 — J3)
= 2BRyp41 + BRyy — (n+ 1)(1 + j; +j, + 2j3) + (2n)j,

+BRyn+z = BRyni1 — BRon + (1 — 1 + 3j2 — j3) — 22

elde edilir. Burada Lemma 2.2.1°de yer alan ifadeye gore, her n € Z* igin, BRyp4, —

BRyp+1 — BRy, = —1 + j; — j, + j3 oldugundan bu ifade yerine yazilirsa,

k=0 BRak = BRypys — (n+ 1)(1 — ji + 3j, — j3) + (2n)j,
bulunur. Sonug olarak ispat tamamlanir. m

(iii) Ispat tiimevarim yéntemi kullamilarak yapilabilir. n =1 icin sonug agik¢a

dogrudur. Hipotezin n € Z* i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

k=0 BR2k+1 = BRypy1 + BRyy + (n — 1)(1 — 5j; + j, — 9)3)

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in hipotezin dogru oldugunu, yani,

ZZ:(l) BRk41 = BRyny3 + BRypyp + n(1 = 5j; +j, — 9j3) + (4n — 2)j;

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.9) bagintisindan,
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Y%20 BRyis1 = Xi=o BRoks1 + BRonys
= BRyp41 + BRyy + (n — 1D)(1 = 5j; +j, — 9j3)
+(4Tl - 6)]1 + (8n - 12)]3 + BR2n+3

elde edilir. Burada esitligin sag tarafina BR,, + BR,,_; terimi eklenip ¢ikarilirsa,

gerekli iglemler yapilarak,

k=0 BRyi41 = BRonyq + BRyp + (n — 1)(1 = 5j; +j, — 9j3)
+(4n —6)j; + (8Bn —12)j; + BRyp43 + BRyy, + BRyy 4
—BRyn — BRyn—1
= BRopt3 + BRynyz + (1 = 5j3 +j2 — 9j3) + (dn — 2)j;

+(8n —4)j3 + BRypi1 — BRyy —BRyp 1+ (—1+j1 — jo +j3)

elde edilir. Burada Lemma 2.2.2°de yer alan ifadeye gore her n € Z* igin, BRyp4q —

BR,, —BR,,_1 =1 —j; + j, — j; oldugundan bu ifade yerine yazilirsa,

Z:(l) BRk41 = BRypy3 + BRyyyp, + (M)(1 — Sj1+j2— 9]3) + (4n — 2)j1

bulunur. Sonug olarak ispat tamamlanir. m
2.3. Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan Sayilar1

Bu boliimde ilk bolimde tanimi ve Ozellikleri verilen Jacobsthal-Padovan sayilari
kullanilarak elde edilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayilar1 hakkinda bilgi

verilecektir.

Tammm 2.3.1: n € N i¢in, Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi, {BV,}, su sekilde

tanimlanir,

_Vn = Vo + j1Vas1 +J2Vasz + j3Vngs. (2.15)
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Burada BV, , n'inci Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayis1 ve V, ise (1.15)’deki
Jacobsthal-Padovan sayisidir. n > 3 olmak iizere Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan

dizisi {BV, } i¢in

BV, =BV, , + 2BV, ,, (2.16)

rekiirans bagintisinin saglandig1 aciktir. Bu {BV,,} dizisinin baslangi¢c sartlari, BV, =

1+ j; +j, +3j3 ve BV, = 1+ j; + 3j, + 3j; olacak sekilde verilmektedir.

Teorem 2.3.1 (Binet Benzeri Formiilil): n € N icin, t;,t, ve t3, x> —x—2 =

denkleminin kokleri ve

a = (t,—-1)(t3—1) — (t,-1)(t3—-1) c = (t1—-1D)(t—-1)
= (t1-t)(t1-t3) T (ta—t)(ta—t3) "=  (tz3—t)(t3—tp)
a=1+jity +jotf + 3t , B =1+ jity + jots +jst3 ,8 = 14 jyts + jot5 + jat3

olmak iizere, Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi {BV,} i¢in Binet benzeri formiil,

BV, = aatl +b ft7 + c 5t3' (2.17)
seklindedir.

Ispat. 1k olarak (1.16) formiiliinde belirtilen Jacobsthal-Padovan dizisinin Binet
benzeri formiilii ve (2.15) bagintisiyla verilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi

{BV,,}’nin tanim1 g6z oniine alinirsa,

B_V;l Vn +].1Vn+1 +j2Vn+2 +j3Vn+3

= at," + bt," + ct3" +f1(2t1n+1 + bt + £t3n+1)

+j2 (gt1n+2 + Qt2n+2 + £t3n+2) + j3 (gt1n+3 + Qt2n+3 + £t3n+3)
yazilabilir. Bu esitlik bazi basit islemler yapilarak diizenlenirse,

BV, = aty™(1 + jity + jotf + jat3) + bty (1 + jit, + jots + jat3)

+ets™ (1 + jits + jotd + jat3)
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= aat} + bBLY + c8t
olacak sekilde elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.3.2 (Urete¢c Fonksiyonu): Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi {BV,} i¢in

iirete¢ fonksiyonu

e 141 +j2+3)3)+(1+j1+3)2+3)3)x+(2j1 +2j,+2j3)x?
Z;?:oBan"Z( Jatja+3j3)+(1+j1+3/2+3j3)x+(2j1+2)5+2)3 (2.18)

1-x2-2x3

seklindedir.
Ispat. 11k olarak,
h(x) = X3 BVpx™

olsun. O halde elde edilen bu h(x) fonksiyonu i¢in asagidaki bagintilar gegerlidir.

h(x) = z BV, x™ = BV, + BV,;x + BV,x% + z BV, x"
n=0 —

n=3

x?h(x) = z BV, x"*? = z BV, _,x™ = BVyx? + z BV, _,x™

n=0 n=2 n=3
2x3h(x) = z 2BV, x™*3 = z 2BV, _sx™"
n=0 n=3

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1 —x? — 2x3®)h(x) = BV, + BV, x + (BV, — BV,)x?

oo

+ Z(an —BV,, — 2BV, 3)x"

n=3

elde edilir. (2.16) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

(1 4j1+j2 +3j3) + (X +j5 +3j5 + 3j3)x + (21 + 2j, + 2j3)x?

h(x) = 1—x2—2x3

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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Teorem 2.3.3: Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan sayilar1 icin asagidaki esitlikleri

saglanir.
io XR_oBVi =5 (BVns + BVny — (2 + 4j1 + 6j, + 8)3)), (2.19)
i, XR_oBVo = 5 (BVaner + 2BVoy — (1 + j1 + 3j, + 3/3)), (2.20)
1 . . .
iii. Y=o BVoks1 =3 (BVaniz + 2BVynyq — (1 + 3j1 + 3j; + 5j3)), (2.21)
fspat.

(i) Oncelikle (2.15) bagintisiyla verilen Bihiperbolik Jacobsthal-Padovan dizisi

{BV,,}’nin tanim1 g6z oniine alinirsa,

k=0 BVic = Xko(Vk + j1Vis1 + Jj2Viewz + jzViers)
= Yk=0 Vi +J1 Xi=0 Vw1 +Jz Xi=o Vicrz + Jjz Lk=0 Vicr3
= Y=o Vi +Jj1 D21 Vie + J2 XR25Vie + j3 D23 Vie
= 2k=0 Vi + J1 (k=0 Vi = Vo + Vn11)
+j2 k=0 Vie = Vo = Vi + Vi1 + Vi)
+/3Qk=0Vie = Vo = V1 = Vo + Viy1 + Viyz + Vipys)

elde edilir. Burada Tanim 1.3.4 ‘de verilmis olan V;, V; ve V, baslangic¢ sartlari ve (1.15)

bagintis1 yerlerine yazilirsa,

1 , , ,
k=0 BV =3 (BVyi3 + BVpyo — (2 + 4j; + 6j;, + 8)3))

bagmtisi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

(i) Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 1 i¢in sonug agik¢a dogrudur.

Hipotezin n € Z* i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

—_— 1 . . .
k=0 BVox = 2 (BVan41 + 2BVyy — (1 + j; + 3j; + 3j3)),

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in hipotezin dogru oldugunu, yani,
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—_— 1 , , ,
Z:cl) BV, = E(BV2n+3 + 2BVyp42 — (1 + 1 + 3j; + 3j3))

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.16) bagintisindan,

020 BVa = Yoo BVak + BVanso

1 -
= E(BV2n+1 + 2BV, — (1 +j1+3j, + 3j3)) + BVons2

1
= E(BV2n+3 + 2BVyp4p — (1 +j1+3j,+ 3]3))

elde edilir. Sonug olarak ispat tamamlanir. m

(iii) Ispat tiimevarim yéntemi kullamilarak yapilabilir. n =1 icin sonug agik¢a

dogrudur. Hipotezin n € Z™* i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

1 . . .
Yk=0BVaks1 =3 (BV2n42 + 2BVypiq — (1 + 3j; + 3, + 5j3)),

olsun. Simdi n + 1 € Z™ i¢in hipotezin dogru oldugunu, yani,

1 . . .
ZZié BVsj41 :E(BV2n+4 + 2BVyp43 — (1 + 3j; + 3j, + 5j3)),

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde (2.16) bagintisindan,

$20BVakr1 = Xi=0 BVaks1 + BVapys

1 ) ) . _—
= E(BV2n+2 + 2BVyp1 — (1 + 3j; + 3j2 + 5)3)) + BVzps3

1 . . .
= E(BV2n+4 + 2BVynys — (1 + 31 + 3j2 + 5j3))
elde edilir. Sonug olarak ispat tamamlanir. m

2.4. Bihiperbolik Padovan—p Sayilari

Bu boéliimde ilk boéliimde tanimi ve 6zellikleri verilen Padovan—p sayilar1 kullanilarak

elde edilen Bihiperbolik Padovan—p sayilar1 hakkinda bilgi verilecektir.
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Tamm 2.4.1: n > 1, p € Z*ve p = 2 i¢in Bihiperbolik Padovan—p dizisi, { BPap(n +
p + 2)}, asagidaki sekilde tanimlanur.

BPap(n+p +2) =Pap(n+p+2)+j, Pap(n+p +3)
+j, Pap(n+p + 4) + j; Pap(n +p + 5). (2.22)

Burada BPap(n + p + 2) , Bihiperbolik Padovan—p sayist ve Pap(n +p + 2) ise
(1.21)’deki Padovan—p sayisidir. n > 1 olmak {iizere Bihiperbolik Padovan—p dizisi
{ BPap(n +p + 2)} i¢in

BPap(n +p + 2) = BPap(n + p) + BPap(n), (2.23)

rekiirans bagintisinin saglandigi agiktir. Bu { BPap(n + p + 2)} dizisinin baslangig

sartlari,

BPap(1) = BPap(2) = -- = BPap(p —3) = 0, BPap(p — 2) = j,
BPap(p — 1) = j,, BPap(p) = j; +j3, BPap(p +1) =1+ j,
BPap(p +2) = j; +j3

olacak sekilde verilmektedir.

Teorem 2.4.1 (Urete¢ Fonksiyonu): Bihiperbolik Padovan—p dizisi { BPap(n + p +
2)} icin tireteg fonksiyonu,
_ 14ja+ (g +jz)x+jsxP T +jpxP+ (g +j3) 2P

Yoo BPap(n+p+ Dx™ = (2.24)

1—x2—xP+2

seklindedir.

Ispat. 11k olarak,
G(x) = Xn=o BPap(n +p + 1)x™

olsun. O halde elde edilen bu G(x) fonksiyonu i¢in asagidaki bagntilar gegerlidir.
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G(x) = X0 BPap(n +p + x™"
= BPap(p + 1) + BPap(p + 2)x + BPap(p + 3)x* + -
+BPap(2p — 1)xP~2 + BPap(2p)xP~! + BPap(2p + 1)x?
+BPap(2p + 2)xP*' + X3, BPap(n + p + 1)x™

x?G(x) = Xp_oBPap(n +p + 1)x™*? = ¥, BPap(n + p — 1)x™
= BPap(p + 1)x% + BPap(p + 2)x3 + BPap(p + 3)x* + -
+BPap(2p — 3)xP~2 + BPap(2p — 2)xP~* + BPap(2p — 1)xP
+BPap(2p)x?*' + X34, BPap(n +p — Dx™

xP*2G(x) = Yo BPap(n + p + Dx™P*2 = 3> ., BPap(n — Dx"
elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1 —x* = xP*?)G(x) = BPap(p + 1) + BPap(p + 2)x + BPap(p + 3)x* + -
+BPap(2p — 1)x~2 + BPap(2p)xP~*
+BPap(2p + 1)xP + BPap(2p + 2)xP*!
—BPap(p + 1)x? — BPap(p + 2)x*

—BPap(p + 3)x* —--- — BPap(2p — 3)xP~2
—BPap(2p — 2)xP~1 — BPap(2p — 1)xP
—BPap(2p)xPt?

+ Yn=p+2(BPap(n + p + 1) — BPap(n + p — 1) — BPap(n — 1))x"
elde edilir. (2.23) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

14, + Gy +j3)x + jzxP~ + joxP + (jy + jz)xP*!
1—x2 —xpPt2

Gx) =
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.4.2: Bihiperbolik Padovan—p sayilarinin toplamlar1 S, ile gdsterilsin. O
halde
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Sp =YL BPap(p +1i) = (X Pap(n+p+2—0) —1) (1 +j; +j, +Js)
—(y +Jj2 +2j3) + Pap(n +p + 1)(ji + 2 +J3)
+Pap(n+p+2)(jy +j3) + Pap(n+p +3)(3) (2.25)

olur.

Ispat. Oncelikle (2.22) bagintisiyla verilen Bihiperbolik Padovan—p dizisi { BPap(n +

p + 2)} nin tanimi g6z oniine alinirsa,

Sp =Xz BPap(p + i) = XL (Pap(p + i) + j1Pap(p + i + 1)
+j,Pap(p + i+ 2) + j;Pap(p + i + 3))
=Y Pap(p+i)+j, X Pap(p+i+1)+j, 2% Pap(p+i+2)
+jz e, Pap(p + i+ 3)
=Xt Pap(p + 1) + j1 X123 Pap(p + 1) + j, X125 Pap(p + 1)
+js XiZi Pap(p + 1)
=Y Pap(p + i)+ j; (X, Pap(p + i) — Pap(p + 1) + Pap(p + n + 1))
+j, Q= Pap(p +i) — Pap(p + 1) — Pap(p + 2) + Pap(p + n+ 1)
+Pap(p +n + 2))
+j3(Xis, Pap(p +1) — Pap(p + 1) — Pap(p + 2) — Pap(p + 3)
+Pap(p+n+1)+ Pap(p+n+2)+ Pap(p +n+ 3))

elde edilir. Burada Tanim 1.3.5 ‘de verilmis olan baslangi¢ sartlar1 ve (1.23) bagintisi

yerlerine yazilirsa,

Sp =", BPap(p+i) = (X0 Pap(n+p+2—0) — 1) (1 +jy +j, +J3)
_(fl +j, + 2]3) + Pap(n +p+ 1)01 + J, +j3)
+Pap(n +p + 2)(j; +j3) + Pap(n +p + 3)(j3)

bagmtisi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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BOLUM 3

iKi DEGISKENLI BiHIPERBOLIK FIBONACCI—p VE LUCAS—p
POLINOMLARI

Bu boliimde iki degigkenli bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlar1 hakkinda
bilgi verilecektir. Ayrica bu sayilara ait polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari, bazi

ozellikleri ve toplam formiilleri sunulacaktir.

Ilk olarak iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlarinin tanimlari

verilecektir.

Tamm 3.1: p > 1 tamsay1 olsun. n > p icin, iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p

polinomu,

BFp,n(x'y) = Fp,n(x'y) +j1Fp,n+1(x'y) +j2Fp,n+2(xry) +j3Fp,n+3(x'y) (31)

seklinde tanimlanir. Burada F, ,(x,y), (1.24) denkleminde verilen genellestirilmis iki
degiskenli Fibonacci—p polinomudur. iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p polinom

dizisinin, {B a(x, y)} rekiirans bagintisinin ise,

BF,,(x,y) = xBF, n_1(x,y) + YBFy n_p_1 (%, ) (3.2)

seklinde oldugu aciktir. Bu {B a(x, y)} polinom dizisinin baslangi¢ sartlari,

0(x y) = j1 + j.x + j3x% ve BF, 1(x y) =1+ jix + j,x% + j;x3 olacak sekilde

verilmektedir.

Teorem 3.1 (Uretec Fonksiyonu): iki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p polinom
dizisi {B 2(x, )} igin iireteg fonksiyonu,

_ Jitiax+jzx 24242P 71 (yj3)+2P (¥ j2+xYj3)
B x,y)z" .
Zn 0 ( y) 1—xz— yzp"'l (3 3)

seklindedir.
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Ispat. 11k olarak,
3(2) = X5=0 BFy n (x,y)2"
olsun. O halde elde edilen bu g(z) fonksiyonu i¢in asagidaki bagintilar gegerlidir.

3(2) = Y- BE, n(x,y)z"
= BF, BF,o(x,y) + BF,, 1 (X, ¥)z + BF,,; p2(X,¥)Z% +
+BE, ;5 (x,y)2P72 + BF,, ,_1(x,y)zP~* + BE, ,(x,y)z?

+Zn p+1B (x y)Z

ng(z) - Zn OxB n(x y)Zn+1 Zn 1XB pn— 1(x y)Z
= xBF, O(x y)z + xBF, 1(x y)z? + xBF, 2(x y)z3 + -
+xBF,,_3(x,y)zP~2 + xBF, ,_;(x,y)zP~* + xBF, ,_1(x,y)zP

+Zn p+1XB 1(x Y)Z

yzP*1§(z) = Yoo YBF, o (x, )z Pt = ¥ YBFy g (x,y)2"

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1 = x2 = yz*1)§(2) = BF,0(%,y) + (BFyp1(x,y) — xBFp(x, y))
+ (Fp,z(x,y) xBF, 1(x y))z + -
+(m(x,y) xBF,,_ BF, ,_a(x, y)) zP~?
+(m(x,y) xBF,,_ BF, ,_,(x, y)) zP~1

+(BF,(x,y) - ﬁ(x y)) z?

+Zn p+1(B (x y) pn 1(X y) yB pn—-p—1 (x,y))zn
elde edilir. (3.2) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

J1 +j2x + jzx® + z + 2P (yj3) + 2P (), + xyjs)
1—xz—yzprtl

g(z) =
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Tammm 3.2: p > 1 tamsayr olsun. n > p i¢in, iki degiskenli bihiperbolik Lucas—p

polinomlart,

BLp,n(x' y) = Lp,n(x' y) +j1Lp,n+1(x; y) +j2Lp,n+2(x; y) +j3Lp,n+3(xi y) (34)

seklinde tanimlanir. Burada L, , (x,y), (1.26) denkleminde verilen genellestirilmis iki
degiskenli Lucas—p polinomlaridir. iki degiskenli bihiperbolik Lucas—p polinom

dizisinin, {BLp,n (x, y)}, rekiirans bagintisinin ise,

BL,n(x,¥) = xBLypn_1(x,y) + YBLpy_p_1(X,y) (3.5)

seklinde oldugu agiktir. Bu {BLp,n (x, y)} polinom dizisinin baslangi¢ sartlari,
BL,o(x,y) =p+ 1+ ji1x + j,x% + jzx3 ve

BL,1(x,y) = x + jix* + j,x* + jzx* olacak sekilde verilmektedir.

Teorem 3.2 (Uretec Fonksiyonu): iki degiskenli bihiperbolik Lucas—p polinom dizisi
{BLp,n (x, y)} i¢in {irete¢ fonksiyonu,

(P+1)+j1x+jrx%+jax3—-z(xp)+zP 2 (y(p+1)j
Y BL, . (x,y) z" = EFDHXHpx 4)px - 2(p) Y(@+1)js)
" b 1-xz—-yzP+1

n zP 1 (y(p+1)jo+xyjz)+2zP (y(p+1) j1—xypj2) (3.6)
1-xz—yzP+1

seklindedir.

Ispat. 11k olarak,
E(Z) = Z??:O BLp,n(x' y)Zn
olsun. O halde elde edilen bu }_l(z) fonksiyonu icin asagidaki bagintilar gecerlidir.

E(Z) = Z??:O BLp,n(x' y)Zn
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= BL,o(x,y) + BLy1(x,¥)z + BL, ,(x,y)z* + -
+BLy,-3(x,¥)zP73 + BL, ,_5(x,y)2P7* + BLy, ,,_4 (x,y)zP~!

+BLp,p (X, y)Zp + Z?lo=p+1 BLp,n(xr y)Zn

XZ}_I.(Z) = Z1olo=0 xBLp,n(xr y)Zn+1 = Z?f:leLp,n—l(x' y)Zn
= xBL,o(x,y)z + xBLy,,(x,y)z* + xBLy ,(x,y)z> + ---
+XBLy, 4 (%,¥)2P ™3 + xBLy,,_3(x,¥)zP™% + XBL,, ,_,(x,y)zP ™!

+xBLp,p—1(x' y)Zp + Z?lo=p+1 xBLp,n—l(x' y)Zn

YZPR(Z) = 5520 YBLpn (6, Y)2" P4 = 52 B,y (6, )2"

elde edilir. Yukaridaki esitlikler kullanilarak,

(1 — xz — yzZP*Dh(z) = BL,o(x,y) + (BLp,l(x, y) — xBL, (x, y)) z

(BLp ,(x,y) — xm(x, y)) z2 4 .
+ (BLp p-3(x,y) — m(x, y)) zP~3
+ (BLp p—2(X,y) — m(x, y)) zP~?
+ (BL pp—1(6Y) — xm(x, y)) zP1

+ (BLW (,¥) —xBLy 1 (x, y)) zP

+Zn p+1(BLpn(x y) pn 1(x y) yBLpn p— 1(X y))Z
elde edilir. (3.5) bagintis1 ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

(P+1)+j1x+j2x2+j3x3-2(xp)+2P "% (y(p+1) j3)
h(Z) - Zn OBLpn(x Y)Z 1—xz— yzp"'l

n zP~H(y(p+1)ja+xyjz)+2P (y(p+1) j1—xyDpJ2)
1-xz—yzP+1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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Teorem 3.3: BEF, BE,,(x,y) ve BLpn(x y) swrastyla iki degiskenli bihiperbolik

Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlar1 olsunlar. O halde,

BLp,n(x;y) = n+1(x y) + pyBE pn— p(x y) (3.7)
bagintis1 gegerlidir.

Ispat. Teorem 1.3.14’te verilen (1.28) bagmtis1 ve (3.1) ile (3.4)’te verilen iki degiskenli

bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlarinin tanimlar1 goz oniine alinirsa,

BLp,n(x' y) = Lp,n(x' y) +j1Lp,n+1(xr Y) +j2Lp,n+2(x' y) +j3Lp,n+3(x' y)
= (Fp,n+1(xr y) + pyFn—p(x' y)) +j1(Fp,n+2 (x' y) + pyFn+1—p (X, y))
+]2( pn+3(x y) + pyFn+2 p(x y))

+j3(Fpn+a(X,¥) + DYFni3_p (%, 7))
= ((Fpn+1(0,Y) + j1Fpns2(0,Y) + j2Fpni3(,¥) + j3Fpnia(x,¥))
+0Y Fpn—p (6, ) + j1Fp ne1-p (6, ¥) + joFp nia—p(x, ¥)
+j3Fpni3—p (X, ¥))

pn+1(x y)+pyB pn— p(x y)
esitliginin saglandig1 goriiliir. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 3.4: BE, BE,,(x,y) ve BLpn(x y) swrastyla iki degiskenli bihiperbolik

Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlar1 olsunlar. O halde,

OBLpn(xy)

ox = nBE, (x y) + Zk 1 KjiF, pn+k x,y) (3.8)
A\
O0BL n( ) )
B = nBEy (6 Y) + Bkt KjiFpnkp (4,9) (3.9)
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bagintilar1 gegerlidir.

Ispat. Teorem 1.3.15°te verilen (1.29) ve (1.30) bagintilar1 ve (3.1) ile (3.4)’te verilen
iki degigkenli bihiperbolik Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlarmin tanimlar goéz

Oniine alinirsa,

_BLpn(x y) pn(x y)+]16 pn+1(x y)+]26 pn+2(x y)

+J3 aLp,n+3(x' y)

= nE (6, y) +j1(n+ D Fpnis (%, )
2+ 2)Fyni2(%,y) + jz(n + 3)Fpn43(x, y)

= n(Fp,n(xr V) + jiFpne1(,Y) + joFpni2 (X, Y) + j3Fpnes(x, J’))
Hj1Fpne1(0,Y) + 22 Fp 2 (X, ) + 3j3Fp ny3(x, y)

= nBE, (%, ¥) + Xio1 kjkFpner (%, ¥)

Ve

BLpn(x y) = pn(x ¥) + 1o 5y Lom+1 (%) + oo 5y Lon+2(%,¥)
+J3 ELp,rHS(x' y)
Ny n—p(6,y) + j1(n+ DFpnp1p(x,y)
+jo(M+ 2)Fppy2—p (X, y) + j3(n + 3)Fp i3 (X, ¥)
=N(Epn—p0Y) +j1Fpni1-p(6Y) + j2Fpniz2—p (X, y)
+j3Fpnt3—p(x,¥))
+i1Fpn+1-p(6,¥) + 2j5Fp nia—p (%, ¥) + 3j3Fp n3—p(x, ¥)

—TlBF n— p(x y) +Zk 1k]k n+k—p(x'y)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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Teorem 3.5: ki degiskenli bihiperbolik Fibonacci—p ve iki degiskenli bihiperbolik
Lucas—p polinomlarinin toplamlari,

__ (Lt /1t it j)
Zfl=0 Fp,n(x' y) = % (Fp,k+p+1(x’ Y) - Fp,p (X, y))

(1-x)(A+j1+j2+J3) -
4 EREE) (507 (Fpmeksn (6) = Fpa(x3)))  (3.10)

+(1 + 2 +j3) P16, y) + (o + j3) Fp a2 (x,Y)
+j3Fpe3(x +y) — jo — j3(1 + x)

vEe
—_— (A+j1+j2+Jj3)
Ym0 BLypn (6, y) == 725 (Lpjerper (6 3) = Lypp(Ge))

(1-x)(A+j1+Jj2+)3) -
F O (508 (Lpmeins (6 9) = Lpa®,3)))  (Bi1D)

+(1 tJjz2 tJs)lpke1 (6, Y) + Gz + j3)Lpka2(x,y)
+i3Lpr+3(0y) — @ + DGy +Jj2 +j2) — (2 +Jj3)x — jzx?

seklinde elde edilir.

Ispat. Teorem 1.3.16°da verilen (1.31) bagintis1 ve (3.1) ‘de verilen iki degiskenli

bihiperbolik Fibonacci—p polinomlarinin tanimi goz oniine alinirsa,

Zﬁ:o Fp,n(x' Y) = g:O(Fp,n(x' y) +j1Fp,n+1(x' y) +j2Fp,n+2(xJ y) +j3Fp,n+3(x' y))
= Zﬁ:o Fp,n (x' y) + jl Zﬁ:o Fp,n+1(x' y) + jZ Zfl=0 Fp,n+2(xr y) + j3 Zﬁ:o Fp,n+3 (x' y)
= Zﬁ:o Fp,n(xf y) + 1 Zﬁ:% Fp,n(xr y) + J2 Zﬁ:% Fp,n(x' y) + J3 Zﬁi% Fp,n(x' y)
= 2k 0 Fyn(0,) + 1 (B0 Fon (6 9) = Fpo (6 9) + Fypea (,3))

+j2 (Z$l=0 Fp,n(x' y) - Fp,O(x' y) - Fp,l(xJ y) + Fp,k+1(x' y) + Fp,k+2(xi y))

+iz (Ko By (X, ¥) = Fpo(x, ) — Fp 1 (x,y) — Fp 2 (x,y)
+Fp,k+1(x' y) + Fp,k+2(x' y) + Fp,k+3(x' y))

elde edilir. Tanim 1.3.6 ‘daki baslangi¢ sartlar1 g6z oniine alinirsa,
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Zﬁ:o BFp,n(x'y) = ;(1:0 Fp,n(x'y) A+j+j2+j3)+ 0+ )2 +j3)Fp,k+1(x'y)
+Uz +Jj3)Fpra2(6,¥) + j3Fppazs(x +¥) — j2 — jz(1 + %)

bulunur. Burada (1.31) bagintisinda verilen YX_, E, n(x,y) ifadesinin esiti yerine

yazilirsa ispat tamalanmis olur.

Teorem 1.3.16’da verilen (1.32) bagintis1 ve (3.4)’de verilen iki degiskenli bihiperbolik
Lucas—p polinomlarinin tanimi goz oniine aliirsa, (3.11) bagintisinin ispat1 yukaridaki

(3.10) bagintisinin ispatina benzer sekilde yapilabilir. Bu sekilde ispat tamamlanir. m
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BOLUM 4
TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde bihiperbolik sayilarin tarihsel
gelisimi detayli bir sekilde sunulmustur. Ayrica tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak
olan genellestirilmis Tribonacci sayilari, Padovan—p sayilart ve iki degiskenli
Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlar1 hakkinda temel tanim, teorem ve 6zelliklere de
bu béliimde yer verilmistir. Ikinci boliimde, ilk olarak bihiperbolik Padovan sayilarinin
tanim1 yapilmis olup ardindan bu sayilarin olusturdugu dizilere ait iirete¢ fonksiyonu,
Binet formiilii ve bu sayilarin bazi toplam formiillerine yer verilmistir. Daha sonra bu
tanimlari, Pell-Padovan, Jacobsthal-Padovan ve Padovan—p sayilar1 takip etmistir.
Padovan sayilar i¢in elde edilen sonucglara benzer olarak bu sayilar icin de iirete¢
fonksiyonu ve bazi o6zellikler sunulmustur. Uciincii boliimde ise bihiperbolik iki
degiskenli Fibonacci—p ve Lucas—p polinomlar1 tanitilmis ve bu polinomlarin
aralarindaki iliski incelenmistir. Ayrica bu polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi
ozellikler elde edilmistir. Son bdliimde ise tezin literatiire olan katkisindan

bahsedilmistir.

Sonu¢ olarak bu tez calismasinda bazi genellestirilmis bihiperbolik sayilar ve
polinomlar detaylar1 ile incelenerek 6zellikleri sunulmustur. Tez c¢aligmasindan elde
edilen sonuglarin, literatiirde pek ¢ok matematik¢i tarafindan calisilan bihiperbolik
sayilarin ve polinomlarin anlagilabilirliginin daha da artmasi ve bu alanda gelecekteki

arastirmalara katkida bulunmasi beklenmektedir.

[36] numarali kaynakta genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlari
icin matris polinomlar1 dikkate alinmistir. Bu calismay1 goz Oniine alarak ve bu tez
calismasinda elde edilen sonuglardan yola c¢ikarak genellestirilmis iki degiskenli
bihiperbolik Fibonacci ve Lucas matris polinomlarmin elde edilip edilmeyecegi

arastirilip bu matris polinomlari i¢in de benzer bir ¢alisma yapilabilir.
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