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OZET

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olugmaktadir. Ilk boliimde genel bir literatiir taramasi
ve bazi temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde tezde kullamlacak materyal ve
yontemler verilmistir. Uciincii boliimde yeni genellestirilmis (3+1)-boyutlu Boussinesq
tipi integrallenebilir dalga denklemi, (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan Boussinesq
denklemi ve genisletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi anlatilmagtir.
Daha sonra ilk olarak yeni genellestirilmis (3+1)-boyutlu Boussinesq tipi integrallenebilir
dalga denklemi igin analitik ¢oziim yontemleri olan Genisletilmis Ustel (- (&))-agilimi
ve Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov yontemleri uygulamalar1 verilmistir. Ikinci
olarak ise (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan Boussinesq denklemi i¢in analitik ¢6ziim
yontemleri olan Genisletilmis Ustel (-p(¢))-agilimi yoéntemi uygulamalar1 verilmistir.
Son olarak ise genisletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi i¢in analitik
¢oziim yontemi olan Genisletilmis Ustel (-o(€))-agilimi ve Degistirilmis Genisletilmis
tanh fonksiyonu yontemleri ve niimerik ¢oziim yontemi olan Rezidual Kuvvet Serisi
yontemi (RKSY) uygulamalart verilmistir. Ayrica elde edilen bazi ¢oziimlerin 3D,
kontur ve 2D grafikleri c¢izilmigti. ~ Ek olarak belirli parametreler i¢in mevcut
denklemin niimerik c¢oziimleri ile analitik ¢oziimleri arasinda bir karsilagtirma tablosu

da sunulmustur.Dordiincii boliimde sonug ve Oneriler verilmistir.
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1. BOLUM
GIRIS

Diferansiyel denklemler, matematik tarihinde kokleri antik caglara kadar uzanan 6nemli
bir aragtirma alanidir. Bu denklemlerin temelleri, Ozellikle geometrik problemleri
ele almak icin kullanildig: bilinen Yunan matematikg¢iler tarafindan atilmistir. Antik
Yunan bilginleri, geometrik problemleri ¢6zmek icin temel diferansiyel denklemleri bir
ara¢ olarak kullanmiglardir. Ozellikle, egriler boyunca ilerleyen dalgalarin hareketini
incelemek i¢in diferansiyel denklemleri kullanmiglardir. Bu buluslar, matematik ve bilim

tarihinde biiyiik bir doniim noktast olmustur [1].

17. ylizyilda, modern diferansiyel denklemler teorisine dogru 6nemli bir de8isim
baglamistir. Bu donemde, Gottfried Wilhelm Leibniz ve Isaac Newton gibi 6nde gelen
matematikciler, integral ve diferansiyel hesabin temellerini olusturmugstur. Newton,
klasik mekanikte 6nemli bir ilerleme saglamak amaciyla hareket yasalarini diferansiyel

denklemler kullanarak ifade etmistir.

Sonraki donemlerde, Ozellikle 18. ve 19. yiizyillarda, matematikg¢iler diferansiyel
denklemler teorisini derinlestirmislerdir.  Bu donemlerde, diferansiyel denklemler
alanindaki aragtirmalar ve kesifler, matematigin ve bilimin genel gelisimine Onemli
katkilarda bulunmustur. Joseph Fourier, Carl Friedrich Gauss ve Pierre-Simon Laplace
gibi matematikciler, diferansiyel denklemler alaninda caglarinin 6nde gelen isimlerinden
birkacidir ve bu alanda 6nemli katkilarda bulunmuslardir. Bu isimler, teorik ve
uygulamali caligmalariyla diferansiyel denklemler alaninda kalici izler birakmis ve

matematigin ilerlemesine biiyiik katkilarda bulunmuslardir.

20. ylizy1l boyunca, diferansiyel denklemler teorisi énemli Olciide gelismistir ve
bircok alt alan1 dogurmustur. Ornegin, kismi diferansiyel denklemler, diferansiyel
denklemler teorisi alaminda onemli bir ilerleme kaynagi olmustur. Ozellikle kontrol
teorisi, kaotik sistemler ve dinamik sistemler gibi alanlarda [1] Onemli calismalara
imza atilmigtir. Boylece, diferansiyel denklemlerin kavramsal cercevesi, matematiksel
diisiincenin yoriingesinde onemli bir konuma yiikselmis ve ¢esitli uygulama alanlarinda
giiclii bir ara¢ olarak kendini gostermistir. Bu denklemler, fizikten miihendislige,
biyolojiden ekonomiye kadar bir¢ok alanda problemleri modellemek ve c6zmek icin
kullanilmaktadir. Bu sekilde, diferansiyel denklemler, modern bilimin temel taglarindan

biri haline gelmistir.
Adi diferansiyel denklemler, tek bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerin dahil edilmesiyle

1



karakterize edilir ve Oncelikle tek boyut iizerinde gelisen modelleme sistemlerinde
kullanilir. Buna karsilik, kismi diferansiyel denklemler, birden fazla bagimsiz degiskene
gore tiirevleri kapsar ve bu nedenle cok boyutlu sistemleri temsil etmeye daha
uygundur. Sonug olarak, kismi diferansiyel denklemler, daha karmasik ve cesitli olaylar
modelleyebildikleri i¢in adi diferansiyel denklemlere kiyasla daha genis bir uygulama
yelpazesine sahiptir [2].

Kismi diferansiyel denklemler, dogal olaylarin ve fiziksel siireclerin daha gerceke¢i bir
sekilde anlagilmasinda 6nemli bir rol oynar. Bu denklemler, 1s1 dagilimi, elektromanyetik
alanlar, akigkanlar dinamigi ve kuantum mekanigi gibi ¢esitli alanlardaki sayisiz fiziksel
olgunun tanimlanmasinda temel teskil eder. Is1 transferi problemleri, malzeme isleme ve
hava akis1 modellemesi gibi bircok uygulama, altta yatan dinamikleri dogru bir sekilde

temsil etmek icin kismi diferansiyel denklemlerin kullanilmasini gerektirir [3-5].

Kismi diferansiyel denklemler, karmasik sistemlerin analizi, tahmini ve kontrolii i¢in
kritik 6neme sahiptir. Bu denklemlerin ¢oziimleri, gelecekteki sistem davraniglarinin
tahmin edilmesini ve optimizasyonunu saglar. Kismi diferansiyel denklemlerin hem
analitik hem de niimerik ¢oziimleri, fiziksel simiilasyonlarda, miihendislik tasarimlarinda,
hava tahminlerinde ve diger bir¢ok uygulamada yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu
coziimler, karmasik sistemlerin davraniglarin1 anlamak ve gerektiginde miidahale etmek
icin saglam bir ¢erceve sunar. Sonug¢ olarak, kismi diferansiyel denklemler, modern

teknolojinin gelismesinde ve ilerlemesinde temel bir bilesen olarak 6ne ¢ikmaktadir [6, 7].

Dalga denklemleri, ¢esitli disiplinlerdeki kritik uygulamalariyla kismi diferansiyel
denklemler arasinda 6nemli bir yere sahiptir. Dogal olaylari, miihendislik problemleri
ve fiziksel sistemleri modellemek i¢in yaygin olarak kullanilan bu denklemler, dalga
hareketlerinin hem zaman hem de uzayda yayilimini tanimlar. Dalga denklemleri, ¢ok
sayida fiziksel sistemde karsilagilan sorunlarin ¢oziimiinde biiyiik 6nem tagir. Bireysel,
lokalize dalgalar olan solitonlar, bircok dalga baglaminda dikkate deger bir olgudur.
Okyanus dalgalarindan optik fiberlere kadar cesitli uygulamalarda gozlemlenen solitonlar,
ayirt edici Ozelliklerinden dolayr biiyiik ilgi gormiistiir.  Solitonlarin en biiyiileyici
ozelliklerinden biri, dier dalgalarla etkilesime girmeksizin gekillerini ve hizlarm
koruyabilmeleridir. Bu 06zellikler, solitonlar1 bilgi iletimi, veri depolama ve dogrusal

olmayan etkilesimlerin modellenmesi gibi uygulamalar i¢in degerli kilmaktadir [8].

Gergek hayattaki problemlerin matematiksel modellerinden tiiretilen adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oOziimlerini arastirmak, uzun siiredir matematik¢iler ve
arastirmacilarin odak noktas1 olmustur. Bu ¢oziimleri bulma siireci, sistem davraniglarini
anlamak, tahmin etmek ve kontrol etmek icin gereklidir. Bu denklemlerin ¢oziimleri,

sistemin kararhilik, denge, siireklilik, salinimlar ve dalgalanmalar gibi kritik 6zelliklerini



ortaya cikarir. Bu bilgiler, matematiksel modellerin pratik problemlere uygulanmasi
acisindan biiyiik 6neme sahiptir. Sonug olarak, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin incelenmesi, matematiksel modelleme ve uygulamali matematik alanlarinda

temel bir rol oynar ve gercek diinyadaki sorunlarin ¢oziimiine 6nemli katkilar sunar.

Denklemlerin ¢oziimlerinin aranmasinda hem analitik hem de niimerik yOntemler
kullanir. Denklemleri kesin olarak ¢ozmek ve tam ¢oziimler elde etmek icin analitik
yontemler kullanilir. Bu yaklasim, denklemlerin dogasinda bulunan matematiksel
ozelliklerin derinlemesine anlasilmasini kolaylastirir ve sistem davranisinin acik bir
sekilde ifade edilmesini saglar. Tersine, niimerik yontemler denklemlerin yaklagik
coziimlerini hesaplamak icin bilgisayar tabanl tekniklerden yararlanir. Bu yoOntemler,
karmasik sorunlari pragmatik bir sekilde ele almak icin yaygin olarak uygulanir. Boylece
analitik ve niimerik yontemlerin bir arada kullanilmasi, matematiksel modellemeye daha

kapsamli ve etkili bir yaklagim sunar.

Literatiirde, dalga denklemleri gibi problemlerin ¢oziimii i¢cin bircok yontem mevcuttur;
ancak bu yontemlerin se¢imi, problemin spesifik Ozelliklerine ve ¢Oziim siirecinin
dogasinda bulunan karmasikliklara baghdir. Bu yontemlerin etkinligi, problemin
ozellikleri ve ¢oziimiin istenen niteligi gibi faktorlere baglidir. Her bir yontemin, belirli
bir problem alaninda veya ¢oziim gereksiniminde daha uygun oldugu durumlar vardir.
Dolayisiyla, ¢oziim yaklasimlarinin cesitliligi, farkli problemlerin ve uygulamalarin
etkili bir sekilde ele alinmasin1 saglar. Bu cesitlilik, aragtirmacilarin ve uygulayicilarin
belirli bir problemi ¢6zmek icin en uygun yontemi se¢cmelerine olanak tanir. Bu
yontemlerden bazilari, %'—aglhm yontemi [9, 10], Sardar alt denklem yontemi [11],
degistirilmis genigletilmis tanh fonksiyon yontemi [12, 13], degistirilmis exp fonksiyon
yontemi [14-18], F-acilim yontemi [19, 20], Kudryashov yontemi [21], Modifiye edilmis

Kudryashov yontemi [22] seklinde siralanabilir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde, sonraki adimlarda kullanilacak olan cesitli 6zel fonksiyonlar, tiirev ve

integral kavramlar1 tanitilacaktir.

1.1.1. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu, Leonard Euler tarafindan 1729 yilinda ortaya konulmugtur. Bu
fonksiyon, pozitif bir tam say1 olan y icin Euler integrali ile tantmlanir. Euler integrali,

genellikle I' ile gOsterilen ve agagidaki gibi tanimlanan bir fonksiyondur [23]:

I'(y) :/ et dt, y >0 (1.2)
0



Bu genellestirilmis integral ile tanimlanan Gama fonksiyonu, bazen genellestirilmis

faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir.

Gama fonksiyonunun bazi 6zellikleri sunlardir:

1.y > 0i¢in I'(y + 1) = yI'(y) olup bu, fonksiyonun rekiirans iligkisini saglar.
2. I'(y) = (y — 1)! olup, burada y bir pozitif tamsay1dir.

3.T(3) = /7 olup, bu Gama fonksiyonunun 6zel bir degeridir.

Ozellikle, I'(y) = (y — 1)! esitligi faktoriyel fonksiyonun Gama fonksiyonuna 6zdes
olmas1 nedeniyle ortaya ¢ikar.

Gama fonksiyonunun cok cesitli uygulamalar1 vardir, 6zellikle olasilik dagilimlar1 ve
integral hesaplamalar1 alaninda 6nemlidir.

1.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu, Euler integralleri olarak da bilinen belirli integral sinifinin bir parcasidir.
Bu integral tiirii, 18. yiizyilin sonlarinda Leonhard Euler tarafindan ¢alisilmistir. Euler,

beta fonksiyonunu integral ifadelerle ifade etti ve bu integralin 6zelliklerini incelemistir.

Matematiksel olarak, Beta fonksiyonu [24] su sekilde tanimlanir:

1
Bly,z) = / tW D1 —)EVdt, y >0, 2>0 (1.3)
0

Beta fonksiyonunun bazi 6zellikleri sunlardir:
1. 5(y, z) = B(z,y) olup, bu fonksiyonun simetrisini ifade eder.

2. 8(y, 2z) = % olup, bu Gama fonksiyonu ile iligkisini gosterir.

3. B(y,z) =2 fog(sin 0)2~1(cos §)?*~! df olarak ifade edilebilir.

4. 8(y,2) = =5 fo - dt olarak da ifade edilebilir.

(A+t)vTz

Beta fonksiyonu, 6zellikle olasilik dagilimlarinda ve istatistiksel analizlerde kullanilir.

1.1.3. Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Riemann-Liouville kesirli integrali, 19. ylizy1l matematikg¢ileri Bernhard Riemann ve
Joseph Liouville’un ¢aligmalartyla isimlendirilmigtir. Riemann-Liouville kesirli integrali,
belirli bir tiir integraldir. Genellikle, zaman 6l¢egi (time scale) adi verilen bir dogrusal
diizlemde tanimlanan ve kesirli mertebeden tiirevlerin ve integralin genellestirilmis

versiyonlarinin teorisinin temelini olusturur.
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a > 0ve a > 0 olmak tizere I F(y)’nin Riemann-Liouville kesirli integrali [25]

I3 f(y) = ﬁ / y(y — )% f(s) ds (1.4)

seklinde tanimlanir.

Riemann-Liouville kesirli integrali, kesirli mertebeden integral hesaplamalarinda,
diferansiyel denklemler teorisinde, sinyal igsleme ve stokastik siirecler gibi bir¢ok alanda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu integral, kesirli mertebeden tiirevlerin ve integralin

teorik ve uygulamali aragtirmalarinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

1.1.4. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

Riemann-Liouville kesirli tiirevi, adim1 matematik¢iler Bernhard Riemann ve Joseph
Liouville’den almustir.  Ilk olarak, Riemann integralinin gelistirilmesi ve ardindan

Liouville’un katkilari ile bu tiirev konusu sekillenmistir.

t > « olmak tizere Dy f(t) nin Riemann-Liouville kesirli tiirevi [26]

N B 1 d\" [t f(s)ds
th(t)—m(a) /am,k—léaél (1.5)

seklinde tanimlanir.

Bu tiirev, kesirli mertebeden tiirevlerin matematiksel bir genellestirmesini sunar ve
karmasik analiz, olasilik teorisi, fizik, miihendislik ve diger bir¢ok bilimsel alanlarda
yaygin olarak kullanilir. Ozellikle, zaman serileri analizi, dalga denklemleri, difiizyon
problemleri ve stokastik siire¢lerin modelleme ve ¢oziimleme siireglerinde 6nemli bir rol

oynar.

1.1.5. Caputo Kesirli Tiirevi

Caputo kesirli tiirevi, kesirli mertebeden tiirevlerin bir tiiriidiir ve diferansiyel denklemler
teorisinde, zaman serilerinin analizinde ve diger matematiksel modelleme alanlarinda
onemli bir role sahiptir. o« > 0 olmak iizere, bir fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi,
tiirev alinan fonksiyonun baz tiirevlerini alip ardindan bir integral iglemi uygulayarak

tanimlanir.

Caputo kesirli tiirevi [27], ¢ D2 f(t) sembolii ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

Crappy L b fMs)ds
th(t)_l“(k—a)/a (t_s)a_k+l,k—1ga§1 (1.6)

Caputo kesirli tiirevi, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ve integral
denklemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir ara¢ olarak kabul edilir ve matematiksel modelleme

alaninda genis bir uygulama alanina sahiptir.
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2. BOLUM

MATERYAL VE YONTEMLER

Bu boliimde, uygulanan uyumlu kesirli tiirev yaklasimi ile homojen denge prensibine
vurgu yapilmistir.  Ardindan, Genigletilmis Ustel (-(¢)) acilimi, Degistirilmis
Genisletilmis tanh Fonksiyonu, Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov ve Rezidual

Kuvvet Serisi yontemlerinin tanimlart sunulmustur.

2.1. Uyumlu Kesirli Tiirev Yaklasim

Bu boliimde, uyumlu kesirli tiirev taniminin [28] sunulmasim takiben, uyumlu kesirli

tiirev yaklasiminin cesitli 6zellikleri ele alinmistir.

Tanmm 2.1.1. p : [0,00) — R, ¢ > 0, 6 € (0,1) olmak iizere §-inci mertebeden bir p

fonksiyonunun uyumlu kesirli mertebeden tiirev yaklagima,

DY(p(t)) = tim PETH) — ()

r—0 K

(2.3)

esitligi ile tammlanmaktadir. # € (0,1) ve ¢ > 0 igin, p; ve p, fonksiyonlar1 f-inci
mertebeden uyumlu kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu tiirev tanimi asagidaki

ozelliklere sahiptir.
e DIty =51t 5, €R

© DY(s1p1 + s2p2) = 51D} (p1) + 52D (p2), 51,52 € R

0 .DY(p1)—p1T?
DY(LL) = £2 t(01)201 ¢ (P2)
P2 P3

* D{(p1-p2) = p1.D}(p2) + p2.D{(p1)

—-0d
* DY(pr)(t) = t' 0250

« DY(C) =0, C sabit.

Tanmm 2.1.2. n degiskenli bir fonksiyon olan p(y1,¥s, ..., ¥y,) olarak tanimlanirsa ve

0 € (0,1) arahginda p nun y, degiskenleri cinsinden kismi tiirevleri asagidaki gibi ifade

edilir [29],
dG

dy?”

= 1i p(yl’yZ’ s Yi-1, Y + ’iyz‘lieayn) - p(y17y27 cee 7yn)
(y17y27"'7yn)*11£1£{(1) -



2.2. Homojen Denge Prensibi

Homojen denge sayisi, tam coziimiin toplam sayisinin iist simirini belirtir.  Lineer
olmayan bir adi diferansiyel denklemde, en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek

dereceden lineer olmayan terim arasinda bir sabit elde edilir.

Bir adi diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden lineer terimi % ve en yiiksek
dereceden lineer olmayan terimi ut(%)” olarak verilsin. © = 7° dOniisiimii yapildiginda,

t,m,n,r pozitif tam sayilar ve s homojen denge sayis1 olmak iizere, homojen denge
bagintis1 agsagidaki gibi elde edilir:
s+r=sr+n(s+m)

Bu denklem araciligiyla, s nin pozitif homojen denge sayisi ifade edilir [30].

2.3. Analitik Coziim Yontemleri

Kesirli kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢Oziim yOntemleri, niimerik ¢oziim
yontemlerine alternatif bir secenek sunmaktadir. Niimerik ¢6ziim yontemleri, kesirli
kismi diferansiyel denklemlerinin ¢éziimlerini niimerik olarak hesaplar; fakat analitik
coziim yontemleri, bu denklemlerin kesin ¢oziimlerini saglar. Analitik ¢6ziim yontemleri
ayrica karmagik matematiksel modellerin analitik olarak ¢6zlimiinii miimkiin kilar, bu
da daha derin bir anlayis ve ongorii saglar. Bununla birlikte, analitik ¢6ziim yontemleri

niimerik ¢6ziim yontemlerine gore daha hizli ve daha az hesaplama giicii gerektirir.

2.3.1. Genisletilmis Ustel (-p(€))-Acilim Yontemi

Genisletilmis iistel (—y(€)) agilim yontemi, genis bir uygulanabilirlik spektrumuna sahip
olan etkili bir matematiksel aractir. Bu yoOntem, matematiksel fizikteki bir¢ok lineer
olmayan denklemin ¢6ziimiinii dogrudan ve etkili bir sekilde bulmada kullanilabilir. Seri
acilim iceren bu yontem, uygun katsayilara dayali olarak cesitli ¢coziim aileleri elde
etme avantaji saglar. Yontemin genigletilmis olmasi, baslangictaki siiriimiindeki bazi
eksikliklerin giderildigini ve yontemin daha gelismis bir form kazandigini gosterir. Lineer
olmayan kesirli tiirev iceren denklemlerin ¢oziimiine yonelik olarak, genisletilmis iistel
(—p(&)) agcilim yontemi [31-33], giiclii ve etkili bir matematiksel ¢oziimleme araci olarak

kabul edilir. Temel adimlar: su sekilde gosterilebilir:

u ¢oziim fonksiyonu igin; Df'u, DY u, D3 u, ..., Dy u operatorleri, ¢, xy,72,...,Tm
degiskenlerine gore uyumlu kesirli tiirevlerini ifade etmektedir.

Admm 1. Lineer olmayan kesirli mertebeden tiirev iceren bir denklemin genel hali su

sekildedir:

F(D{u, D¢ u, DS u, ..., DS u,D{*u) =0 (2.4)



Bu denklemin yiiriiyen dalga ¢oziimlerini bulmak icin, ¢ # 0 ve ki, ko, k3, ..., Kk, # 0
keyfi sabitler olmak iizere,

«

t
w(wy, To, T3y ooy Ty, t) = w(§), € = k11 + koo + kszs + -+ + kT + CE (2.5)

dalga doniisiimii kullanildiginda (2.4) denklemi, asagidaki gibi bir lineer olmayan adi

diferansiyel denkleme indirgenir.

H(u(§),u'(§),u"(§),...) =0 (2.6)
Burada u/(§) = dz(f), H ise u(&) yi ve tiirevlerini igeren bir polinomdur ve u; = le_Z’

Uge = ‘(% seklinde devam eder.
Adim 2. (2.6) denklemi i¢in varsayim yapilarak yiiriiyen dalga doniisiimlerinin asagidaki

bicimde ifade edilebilecegi kabul edilir:

u(€) = Bo+ Y Br(exp(&(=9)))", By #0 2.7)

r=1

Burada B, (0 < r < N), By # 0 ve ¢ = () asagidaki adi diferansiyel denklemi

saglayan bir ¢oziimdiir:
¢'(§) = exp(—p(£)) + nexp(p(§)) + A (2.8)

(2.8) denkleminin ¢oziim aileleri asagidaki analitik ¢oziimlere karsilik gelmektedir.

1. ¢oziim ailesi: 7 # 0 ve A2 — 4n > 0 oldugunda

) In (— (A2 — 47)) tanh ( N g)) - /\)

u(§) = o (2.9)
2. ¢oziim ailesi: 7 # 0 ve A2 — 41 < 0 oldugunda

In (\/(47] — A\?) tanh ( v (42_/\2) (h+ f)) — )\)
u(§) = (2.10)

2n

3. ¢oziim ailesi: \ # 0,7 = 0 ve A? — 41 > 0 oldugunda

A
uf) =~ (sinh(k(h 16)) + cosh(A(h + ) — 1) 2.11)




4. ¢oziim ailesi: \ # 0,7 # 0 ve \2 — 41 = 0 oldugunda

u(§) =In (—20\)(\?(;_?6—; 2>> (2.12)
5. ¢oziim ailesi: A\ = 0,7 = 0 ve A2 — 4 = 0 oldugunda

u(§) =In(h +§) (2.13)
By, By, By, ..., By ve h daha sonra belirlenecek olan sifir olmayan sabitlerdir. Pozitif

tam say1 /V, denklemin en yiiksek dereceden tiirevleri ile en yiiksek dereceden dogrusal

olmayan terimler arasindaki denge prensibi kullanilarak tanimlanabilir.

Admm 3. N nin farkli degerleri icin ¢esitli denklem bigimleri bulunabilir. (2.7) denklemini
ve tiirevlerini (2.8) denkleminde yerine koyarak, exp (-¢(£)) nin kuvvetlerini iceren
bir polinom elde edebiliriz. exp (-¢(£)) nin aym kuvvetlerdeki tiim katsayilarini sifira
esitlersek, karsimiza cebirsel bir denklem sistemi ¢ikar. Bu sistemi Wolfram Mathematica
kullanarak ¢ozdiigimiizde, By, By, Bs, ..., By, h, A ve n katsayilarinin farkli degerleri
elde edilir. Bu katsayilari, (2.9)-(2.13) arasinda ifade edilen ¢oziim ailelerini dikkate
alarak (2.7) denkleminde yerine koyarsak, ele alinan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

farkli karakteristikte bir¢ok analitik ¢coziimiinii elde edebiliriz.

2.3.2. Degistirilmis Genisletilmis tanh Fonksiyonu Yontemi

Bu boliimde degistirilmis genisletilmis tanh fonksiyonu yonteminin ¢aligma algoritmasi
incelenmistir.

Wazwaz tarafindan gelistirilen genisletilmis tanh yontemi [34-36], dogrudan ve etkili bir
cebirsel yaklasim olup, lineer olmayan denklemleri ¢ozmek amaciyla tasarlanmistir. Bu

yontem, asagida belirtilen calisma prensiplerine dayanmaktadr.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi,
M (D}u, DJu, Dju, Du, D’u,...) =0 (2.14)

seklinde verilsin. Burada u=u(xy, z9, x3, . .., x,, t) bilinmeyen bir fonksiyon; M, u nun

en yliksek mertebeden tiirevleri ve lineer olmayan terimleri iceren bir polinomdur.

¢ = (&) hiperbolik fonksiyonu, Riccati diferansiyel denklemini saglar.

©'(€) =0+ (&)’ (2.15)

Burada o keyfi bir reel sayidir.



Degistirilmis genigletilmis tanh fonksiyonu yonteminde kullanilan temel adimlar
asagidaki gibidir.

Adim 1. (2.14) denkleminin dalga doniisiimii

0

t
w(wy, T2, 23, ..., Tn, t) = u(§), £ = krxy + koxo + kszg + - + kpx, + Cg (2.16)

seklinde verilsin. Burada ki, ko, ..., k,, c keyfi sabitlerdir. Ayrica ki, ko, ..., k,,c # 0
dir. (2.14) ile verilen denkleme (2.16) ile verilen dalga doniisiimii uygulanirsa (2.14)

kismi diferansiyel denklemi,

R(u(§),u'(§),u"(§),...) =0 (2.17)

esitligindeki gibi lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. R, & ye bagli tiim

tiirevleri igeren bir polinomdur.

Adim 2. N dengeleme sayisi, denge prensibi kullanilarak belirlenir. Yani, (2.17)
denklemindeki en yiiksek mertebeden terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan

terimin dengelemesi yoluyla hesaplanir.

Adim 3. (2.17) denkleminin genel ¢oziimii, asagidaki gibi bir sonlu seri olarak kabul

edilir.
N

u(€) = Ao+ > (A4:¢"(§) + B¢ (9)) (2.18)
r=1

Burada A, ve B, daha sonra hesaplanacak sabitlerdir. Ayrica ¢(§) (2.15) denklemini

saglar.

Adim 4. (2.18) denklemi, (2.17) denkleminde yerine konuldugunda () fonksiyonunun
ayn1 kuvvetlere sahip tiim terimleri bir araya getirilir ve A,, B,.,r = 1,2,..,N ve ¢
katsayilar1 i¢in bir denklem sistemi olusturulur. Bu sistemi ¢ozerek belirsiz katsayilarin

degerlerini elde edilir.

Adim 5. (2.14) denkleminin tam ¢oziimlerini elde etmek i¢in A,., B,.,r = 1,2,.., N ve
c katsayilarin1 (2.18) denkleminde yerine koyariz. Bu ¢oziimler ii¢ farkli formda elde
edilir: trigonometrik, rasyonel ve hiperbolik. Bu, logaritmik fonksiyonlarin yam sira

trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarin ¢éziimlerini icerir.
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(2.15) denklemi asagidaki durumlara gore ii¢ farkli tipte ¢6ziime sahiptir.

Durum 1. ¢ < 0 ise (2.15) denkleminin ¢oziimleri asagidaki gibidir.

©(&) = —v/—atanh(v/—0o€) (2.19)

veya

¢(&) = —v/—ocoth(v/—o¢) (2.20)

Durum 2. ¢ > 0ise (2.15) denkleminin ¢oziimleri asagidaki gibidir.

(&) = Votan(V/o¢) (2.21)

veya

p(§) = —Vocot(Vaf) (2.22)

Durum 3. ¢ = 0 ise (2.15) denkleminin ¢6ziimleri asagidaki gibidir.

p(€) = — (2.23)

2.3.3. Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov Yontemi

Bu boliimde degistirilmis genellestirilmis Kudryashov yonteminin calisma algoritmasi
incelenmistir.

Nikolay A. Kudryashov’un yedinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
analitik coziimlerini elde etme amaciyla literatiire sundugu Kudryashov yonteminin
genigletilmis versiyonu olan degistirilmis genellestirilmis Kudryashov yontemi [37],

asagida dort adimda agiklanan bir algoritma ile incelenebilir.

Admm 1. Lineer olmayan kesirli mertebeden tiirev iceren denklemin genel hali su
sekildedir:

S(Dju, Dyu, Dyu, D2*u, D*u,...) =0 (2.24)

(2.24) denkleminin dalga doniistimii

«

t
(1, T, T3, . ., Ty t) = u(§), & = kray + koo + kszs + - + kpxy + e (2.25)
seklinde verilsin. Burada ky, ko, ks, ..., k,,c  keyfi sabitlerdir. Ayrica
ki, ko ks, ... kp,c #£ 0 °dir.  (2.24) ile verilen denkleme (2.25) ile verilen dalga
doniislimii uygulanirsa (2.24) kismi diferansiyel denklemi,

T(uw(§),v'(§),u"(€),...) =0 (2.26)

esitligindeki gibi lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. 7', £ ye baglh tiim

tiirevleri iceren bir polinomdur.
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Admm 2. (2.26) denkleminin genel ¢oziimii, asagidaki gibi bir sonlu seri olarak kabul

edilir.

N b,
u(§) = Z m (2.27)

r=0
burada b,, (r = 0,1,..., N) by # 0 olacak sekilde asagidaki adi diferansiyel denklemi

saglayan bir ¢oziimdiir:

Q'(§) =0 +0Q(§) +7Q(&)? (2.28)
burada o, § ve 7 daha sonra belirlenecek sabitlerdir.

Adim 3. (2.28) denklemi asagidaki durumlara gore ii¢ farkl tipte coziime sahiptir.

Durum 1. 7 # 0 ise (2.28) denkleminin ¢6ziimleri asagidaki gibidir.
_ VAro — 0% tan (3(d + &)VATo —02) — 6

2.29
Q) = (2.29)
Durum 2. § # 0 ve o = 0 ise (2.28) denkleminin ¢oziimleri asagidaki gibidir.
5 66(d+£)
Q&) = R Ty (2.30)
Durum 3. § # 0 ve 7 = 0 ise (2.28) denkleminin ¢6ziimleri asagidaki gibidir.
dd+e) o
= - — 2.31
Q) = ——-2 231)

Adim 4. (2.26) denklemi dengeleme prensibi kullanilarak N € Z* belirlenmesi, en
yiiksek dereceli tiirevler ile dogrusal olmayan degiskenler arasinda denge prensibinin
uygulanmasini icermektedir. Ardindan (2.27) denklemi ile birlikte (2.29), (2.30) ve (2.31)
denklemlerini (2.26) denkleminde yerine koyarak Q*(¢) » = 0,1,2,... kuvvetlerinin
katsayilarini sifira esitleyerek b, (r = 0,1,..., N), k ve ¢ parametrelerini iceren bir
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Sonrasinda, (2.26) denkleminin analitik ¢oziimii,
bulunan b, (r =0,1,..., N), k ve c degerlerinin (2.27) denkleminde yerine konulmasiyla
elde edilir.

2.4. Niimerik Coziim Yontemleri

Niimerik ¢oziim yontemleri, matematiksel problemlerin yaklasik coziimlerini bulmak
amaciyla kullanilan tekniklerdir. Bu teknikler, tiirev, integral, denklem ¢6zme, lineer cebir
problemleri gibi ¢esitli matematiksel problemleri ¢cozmek i¢in uygulanabilir. Niimerik
cOziim yontemleri, problemlere bilgisayarlar araciligiyla iteratif yaklagimlar kullanarak

yaklagsirlar ve genellikle yaklasik ¢coziimler iiretirler.
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2.4.1. Rezidual Kuvvet Serisi Yontemi (RKSY)

RKSY, niimerik ¢6ziim yontemleri arasinda kullanilan bir yontemdir. Bu yontem,
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in bir yaklasim sunar. Bir diferansiyel denklem
genellikle bir baslangi¢ degeri kullanilarak bir kuvvet serisi olarak ifade edilir. Daha
sonra bu kuvvet serisi, orijinal denklemde yerine konur ve kalan terimlerin ihmal edilebilir
derecede kii¢iik oldugu varsayilir. Bu yontemle, bir niimerik ¢6ziim elde edilir. Niimerik
¢Ozlim yontemleri, genellikle analitik ¢oziimiin zor oldugu durumlarda tercih edilir.
RKSY, bu tiir yontemlerden biridir.

RKSY [38] algoritmasini tanitmak icin, asagidaki gibi dogrusal olmayan bir kesirli

diferansiyel denklem diisiiniilmelidir.
DiPu(x,t) + Lx|u(x,t) + Glx|u(x, t) = q(z,t) (2.32)

t >0, z€R, n—1<nf <n, Llz]lineer bir operatordiir ve G[x] lineer olmayan bir
operatordiir. RKSY ile,

u(z,0) = fo(z) = f(2) (2.33)
baglangic kosulu ¢ = 0 i¢in kesirli kuvvet serisinin agilimi hesaplanabilir ve asagidaki
gibidir,

_ pn—1)8 _

Ayrica, bu ¢oziimiin a¢ilim formu su sekildedir:
e tn@

t) = w(r)—, 0<6<1, 0<t<R 2.35
u(z, 1) 2% fa@) g <1, 0< (2.35)
Bu adimda, u(x, t) fonksiyonunun k-inc1 kesik serisini temsil eden wy(z,t) ,

tn@

k
ug(x, t) :an(x)m, 0<0<1, 0<t<R (2.36)
n=0 ’

seklinde ifade edilir. £ = 0 icin RKSY ¢oziimii, uo(z,t) = f(z) olarak ifade edilir ve bu
bilgiye dayanarak, £ = 1 icin RKSY niimerik ¢oziimii asagidaki gibi elde edilir.

0
us(,t) = folw) + fi(e) 2.37)

Eger burada rezidual fonksiyonu (2.32) denklemiyle iligkilendirirsek, elde edecegimiz
ifade su sekildedir:

Resu(z,t) = DMu(z,t) + Lix|u(z, t) + Glo|u(z, t) — q(,t) (2.38)
k-inc1 rezidual fonksiyonu Resuy(z,t) ise,
Resug(z,t) = DMy (2, 1) + Llz]ug(z, t) + Ga]ug(z, 1) — q(x,t), k =1,2,3,...(2.39)
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formu elde edilir. £ = 1 i¢in, denklemin rezidual fonksiyonu Resu;(z,t) ifadesi elde
edilir. Bu ifade ¢ = 0 i¢cin Resui(x,0) = 0 kosulunu sagladiginda, f;(z) elde edilir.
Bu ise, u(z,t) igin birinci RKSY niimerik ¢6ziimiinii elde etmemizi saglar. Ardindan,
her adimda k£ = 1,2,3,... i¢in farkli f(z) ifadeleri elde edilir. Bu yontemle, kesirli
kuvvet serileri kullanilarak, her adimda daha yakin bir yaklagim elde edilerek daha hassas

sonuglara ulagilabilir.
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3. BOLUM

UYGULAMALAR

Bu boliimde, yeni genellestirilmis (3+1)-boyutlu Boussinesq tipi integrallenebilir dalga
denklemi, (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan Boussinesq denklemi ve genisletilmis
(241)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi genel hatlariyla anlatilmigstir. Daha
sonra ilk olarak yeni genellestirilmis (341)-boyutlu Boussinesq tipi integrallenebilir
dalga denklemi igin analitik ¢oziim yontemleri olan Genisletilmis Ustel (-ip(£))-acilimi
ve Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov yoOntemleri uygulamalari verilmistir.
Ikinci olarak ise (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan Boussinesq denklemi icin analitik
¢oziim yontemleri olan Genisletilmis Ustel (-¢(€&))-agihmi yontemi uygulamalar
verilmistir. Son olarak ise genisletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi
icin Genisletilmis Ustel (-pp(€))-acilimi, Degistirilmis Genisletilmis tanh fonksiyonu

yontemleri ve RKSY uygulamalar1 verilmisgtir.

3.1. Yeni Genellestirilmis (3+1)-Boyutlu Boussinesq Tipi Integrallenebilir Dalga
Denklemi

Yeni genellestirilmis (3+1)-boyutlu Boussinesq tipi integrallenebilir dalga denklemleri
[39], fizik ve miihendislik gibi ¢esitli bilimsel alanlarda karsilagilan farkli dalga yapilarini
tanimlamak i¢in kullanilir. Bu denklemler hidrodinamik dalga yayilimi, optik fiberler,
Rossby soliter dalgalari, haydut (rogue) dalgalar, elektro manyetik dalga denklemleri ve
kuantum mekanigi gibi farkl fiziksel baglamlarda ortaya cikabilir.

Uzt + AUge + b(u>?:x + CUgpgr + duyy + Q1 Uyt + asuy + QUgy + 5um =0 (34)

u=u(z,y,zt)dir. a,b,c,d, ay, as, o ve [ reel sabitlerdir.
Uygulamaya ge¢cmeden Once, denklemin uyumlu kesirli tiirev versiyonu su sekilde ifade

edilir.
DPuy 4 atigy + b(1)?%, + Cliggas + duy, + alDfuy + agD¥u + QUyy + Pug,, =0 (3.5)

Burada u(z,y, z,t) = u(§) ve E = mx+ky+1lz+ f % dontigiimleri yapilarak denklemin

iki kez integral alinarak,
as f2u + ay fku + am®u + bm*u® + em*u” + dk*u + fmu + akmu + Blmu =0 (3.6)

seklinde bir adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu indirgeme sonucunda olusan u” ve

u? terimeleri arasinda dengeleme yapilir. Dengeleme bagintist N +2 = 2N olarak yazilir
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ve bu bagint1 ¢oziildiiglinde dengeleme sayis1 N = 2 olarak bulunur.
Simdi bu sayr Genisletilmis Ustel (-¢(¢))-agilimi ve Degistirilmis Genellestirilmis

Kudryashov yontemlerindeki kesik serilere uygulanacaktir.

3.1.1. Genisletilmis Ustel (-¢(¢))-Acihm Yontemi ile Analitik Coziimler

Buradan, N = 2 degeri (2.7) denkleminde yerine yazildiginda kesik seri su sekilde

olacaktir.

u = By + By exp(—¢(§)) + Bz exp(—¢(£)) 3.7)

Son olarak, olugsan bu denklemde, exp(—¢(£))" fonksiyonlari diizenlenir ve
fonksiyonlarin katsayilar1 birer denklem olarak tanimlanir. Bu durumda asagidaki cebirsel

denklem sistemi elde edilir.

0 = a2B2f2 + a1 B fk + aBym? + bem2 + 20ByBam? + 8Bgc77m4 + 4ByeX*m?
+3Biedm? + Bydk? + By fm + aBykm + SBslm,

0 = aBif?+ a1 By fk+ aBym? + 2bByBym? + 6Bgcn)\m4 + 2Blc77m4 + BieN*m?
+Bydk?® + By fm + aBikm + BBylm,

0 = ayBof?+ a1 Bofk + aBym? + bB2m?* + 2Bycn*m® 4 Biendm* + Bydk?

+Bofm + OéBka + BBolm,
0 = 2bB;Bym? + 10BycAm? + 2Byem?,
0 = bBim?+ 6Bycm®. (3.8)

Bu cebirsel denklem sistem ¢oziildiigiinde By, By, By ve f degerleri icin dort ¢oziim

kiimesi elde edilir.

Coziim 1:
B 6enm? _ 6eam? _ 6em?®
0o — b ) 1 — b ; 2 — b )
;o= —m — ark — /(ark +m) 2 — day (am? — denpm? + cA2m? + dk? + akm + Blm)
N 2&2
3.9
Kiime 1:
A2 —4n > 0,n # 0 igin,
6enm? 12cnAm?
ul,l(x7yaz7t) = - b -
b (—\/)\2 — 47 tanh (%JA? (A + W)) - >\>
24 2,42
T (3.10)

b (—v/ Iy tanh (§/% — Iy (A+ W) — ) 2
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9 (— \/(al k+m)2 —4az(am?2—4cnmA+cA2mi +dk2+akm+,3lm)—a1k—m>

t
Burada, A = 530

W = h + ky + lz + ma seklindedir.
A? —4n < 0 ven # 0 igin,

ve

B 6enm? 12cnAm?

b b( 4n—)\2tan<%\/m(A+W))—)\)

B 24en?m?
b( I — M tan <%\/m(A+W)> - A) 2

- \/(al k+m)?—4az(am?—4cnmi4-cA2m4 +dk2+akm+,3lm)—a1k—m)
2a20

uo(x,y,2,t) =

(3.11)

9 (
Burada, A =
W = h + ky + lz + max seklindedir.

ve

A2 —4n > 0, A # 0 ven = 0igin,

6cA2m?

~b(sinh (A (A1 + W)) + cosh (A (A + W) — 1)
6cAZm?

~ b(sinh (A (A + W)) + cosh (A (A, + W)) —1)2

U1,3(377?Ja Z,t) =

(3.12)

9 <—\/(a1k+m)2—4a2(am2+c)\2m4+dk2+akm+ﬁlm)—a1k7m>
Burada, A, = 56,0

W = h + ky + lz + max seklindedir.

veE

A2 —4n =0, ) # 0ven # 0igin,

_Gepm®  3eX'm? (Ap + W) 2 3cA3m? (Ay + W)
b WA (At W)+ 2)2  b(A( Ay + W) +2)

u174(33,y, th) = (313)

9 <7\/(a1k+m)274a2(am2+dk2+akm+ﬁlm)fa1k7m)
Burada, A, = 5230

W = h + ky + |z + max seklindedir.

veE

A2 —4n =0, =0ven=0igin,

6cm?

b(As+ h+ky+1z+max)?

us(x,y, 2,t) = — (3.14)

9 (— \/(al k+m)2—4az(am2+4cnmA+dk2+akm+Blm)—a; k—m)

Burada, A3 = T

seklindedir.
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Coziim 2:

6enm? 6cAm? 6em?
0 b y P21 b y 2 b )
;o= —m — artk + /(a1k +m) 2 — day (am? — depm? + eX?m* + dk? + akm + Blm)
N 2(12
(3.15)
Kiime 2:
A2 —4n > 0,n +# 0 igin,
6enm? 12cnAm?
U2,1(5U>?/, Z,t) = - b -
b (—«/AQ — 4 tanh (%MA? " (A+ W)) - A)
24 2,42
= iy (3.16)
b (—\/)\2 — 4z tanh (%MA? “ (A + W)) - /\> 2
Burada, A — tv (*\/(alk+m)2‘4a2(am24CWTV2LZ:1:>\2m4+dk2+akm+Blm)alkm) ve
W = h + ky + |z + ma seklindedir.
A? —4n < 0 ve n # 0 igin,
6enm? 12enAm?
U2,2($7y727t) = - Tl]) - d
b ( 17— X2 tan (%\/477 TN (A4 W)) - )\)
24cn*m?
- (3.17)
b (VI = N tan (53302 (A+W)) = )2
Burada, A= t? (_\/(alk+m)2_4a2(am2_407777;:-1;3>\2m4+dk2+akm+ﬁlm)—a1k—m) ve
W = h + ky + lz + max seklindedir.
A2 —4n >0, )\ # 0ven = 0igin,
toa(z.y.ot) = — 6cA2m?
23V 5= T (sinh (A (A; + W) + cosh (A (A; + W) — 1)
6 )\2 2
= =l (3.18)

b (sinh (A (A1 + W)) + cosh (A (A1 + W)) —1)2

9 (— \/(al k+m)2—4az (am2+0/\2m4+dk2+o¢km+6lm)—a1k—m>
2a90

Burada, A, = ve

W = h + ky + |z + max seklindedir.
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A2 —4n =0, ) # 0ve n # 0igin,

CGepm? - 3eNPm? (A + W) 3edtm? (A +W)? (3.19)
b TN At W) 2 (A (AL W) 1 2)? '

uga(x,y, 2,t) =

¥ (— \/(al k+m)2—4az(am?2+dk? +akm+ﬁlm)—a1k—m>

Burada, A, = T veW =h+ky+lz+ma
seklindedir.
A2 —4n=0,\=0ven = 0icin,

6em?

IR 7t = - 3.20
u2,5($ Y,z ) b (tﬁ(\/(a1k+m)2_4a2(am2+4;;7:94+dk2+akm+ﬁlm)—alk—m> n W) ) ( )
Burada, W = h + ky + [z + max seklindedir.

Coziim 3:
—2enm? — eA?m? 6eAm? 6cm?
B g B = — = —
0 P by 1211 b , D2 b )
;o= —m — ark — /(ark +m)2 — day (am? — denpm? + cA2m? + dk? + akm + Blm)
N 2(12
(3.21)
Kiime 3:
A2 —4n>0,n # 0igin,
—2enm? — eA*m?
uga(z,y,2z,t) = 2
12enAm?
b (—\/A2 — 47 tanh (%N/v “dn (Ag + W)) - )\>
24, 2,2
_ o (3.22)
b (—\/)\2 — 47 tanh (% N2 iy (Ag + W)) - )\> 2
Burada,

A t? (—\/(a1k+m)2—4a2(am2+8077m4+c)\2m4+2m2(—2077m2—c)\QmQ)+dk2+akm+ﬁlm)—a1k—m>
4= 2a20

ve W = h + ky + lz + mx seklindedir.
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A2 —4n < 0 ven # 0 igin,

—2enm? — eA*m?

U3,2($>y, Zat) = b
B 12cnAm?
b (\/477 X2 tan <%~/4n TN (A + W)) - /\>
24cn*m?
_ (3.23)
b (\/477 X tan <§\/477 TN (A + W)) - /\) 2
Burada,

9 (— \/(al k+m)2—4as(am24+-8cnmi4-cA2mA+2m2 (—2enm?2 —cA2m?2 ) +dk>2 +ockm+,3lm)—a1k—m>

Ay =

2a90
ve W = h + ky + |z + max seklindedir.
A2 —4n >0, X # 0 ve n = 0igin,
wsa(ty, ) = _oeNm? 6cA?m?
3% 5% " b b(sinh (A (A; + W)) + cosh (A (A5 + W)) — 1)
6eA2m?
. , (3.24)
b (sinh (A (A5 + W)) + cosh (A (A5 + W)) — 1) 2
9/ (a1k+m)?—das(am2—cA2m* 2+ akm~+Blm)—ark—m
Burada,A5:t( V(a1 k+m)?—das( 2;19 +dk2+akm+Bim)—ark >Ve
W = h + ky + lz + max seklindedir.
A2 —4n =0, ) # 0ven # 0igin,
2 3m2 (A 4,02 (A 2
U374(:v,y,z,t):—66nm 3eA’m? (Ay + W) 3cA*m® (Ay + W) (3.25)

b bAN(Ay+W)+2) 20\ (Ay+W)+2)2

9 <— \/(al k+m)2—4az(am?+dk? +akm+Blm)—a1k—m>

Burada, 4, = T ve W =h+ky+1lz+ mx
seklindedir.
A2 —4n =0, =0ven=0igin,
4enm? 6cm?
u3,5<x7 Y, z, t) = - - (326)

b b(Ag +W)2

t9 ( —+/(a1k+m)2 —4az(am2—4cnmi+dk2+akm+Blm)—ark—m
Burada, Ag = ( v T )

W = h + ky + lz + max seklindedir.

veE

20



Coziim 4:

B, — —2enm? — eA?m? B, - _ GeAm? B, = _6077127
b b b
—m — a1k + \/(alk +m)? — day (am? — denm* + cX*m? + dk2 + akm + Blm)
f N 2@2
(3.27)
Kiime 4:
A2 —4n > 0,n +# 0 igin,
—2enm? — eX*m?
ugi(x,y,2,t) = 2
B 12cnAm?
b (—\/)\2 — 4y tanh <%\/)\2 — A (Ag + W)) - )\>
24 2,2
2 o (3.28)
b (—\/)\2 — 47 tanh (%MAQ —dn (Ag+ W)) - )\> 2
Burada,
9 (—\/(a1k+m)2—4a2(am2+80nm4+c)\2m4+2m2(—2077m2—c)\2m2)+dk2+o¢km+,3lm)—a1k—m>
144 = 2a90
ve W = h + ky + [z + ma seklindedir.
A2 —4n < 0 ven # 0 igin,
—2enm? — eX*m?
U4,2(5U>?/, Z,t) = b
B 12cnAm?
b (\/477 — A2 tan (%\/477 — N (Ag+ W)) - /\>
24 2,2
- arm (3.29)
b (\/477 X tan (5\/47; TN (A + W)) - /\> 2
Burada,
9 (7\/(a1k+m)274a2(am2+80nm4+c)\2m4+2m2(72077m270)\2m2)+dk2+akm+/5'lm)fa1k7m>
Ay =

2a29
ve W = h + ky + [z + ma seklindedir.
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A2 —4n >0, \ # 0 ven = 0igin,

waa(z.y,20) = _eNm? 6cA?m?
4GS &6 = b b(sinh (A (As + W) + cosh (A (A; + W) — 1)
6eA2m?
— (3.30)
b (sinh (A (A5 +W)) 4+ cosh (A (A5 + W)) — 1) 2
Burada, As — t0 (—\/ (a1k+m)2_4a2(am2—02/;22:;7,4-1-dk2+o¢km+,6’lm)—a1k—m> e
W = h + ky + lz + max seklindedir.
A2 —4n =0, # 0ven # 0icin,
GermZ  3e\3m2 (A 402 (A 2
waa(,y, 2 t) = — cnm cA'm® (Ay + W) 3eN*m® (Ay + W) (331)

b bA(Ay+W)+2)  20(A(Ay+ W) +2)2

Y (— \/(al k+m)2—4az(am?+dk? +akm+6lm)—a1k—m)

Burada, A, = 523D

seklindedir.

veW =h+ky+lz+mx

A2 —4n =0, =0ven=0igin,

g s(@ zt)——4‘”7m2 e (3.32)
S T T b (A + ht+ ky + 1z + ma)? '

9 <\/(a1 k+m)2—4az(am?—4cnmA+dk2+akm+Blm)—aq k—m)
2a90

Burada, Ag = seklindedir.
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0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

— 6=0.15
— 6=0.35
— 6=0.55
— 6=0.75

JR— L L L L L L " L L L L L L L n L

40 20 r 20 40

Sekil 3.1. (3.16) denkleminde elde edilen ug 1(x,y,2,t) ninm = 0.2, k = —0.5, =
0.03,d=0.1,a1 =-1,a3=4,¢=1,6=0.01,y=0.1, 2 = 0.5, h = 0.1,
n = 0.05, A\ = 0.5, a = 0.05, = 0.021, 5 = 0.024, § = 0.98 ve t = 0.99
degerleri icin analitik ¢6ziim grafigi.
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0.10

0.05

1]

-0.05
-0.10
-0.15
-0.20
-0.25

e e .., — 06=035
— 6=0.55
— 6=0.75
— 6=0.95

Sekil 3.2. (3.22) denkleminde elde edilen u3 (2, y, z,t) nin m = 0.24 ,k = 0.5, 1 = 0.03,
d=0.1,a1=-1,a3=4,¢c=1,b=0.01,y=0.1, 2 = 0.5, h = 0.1, n = 0.05,
= 0.5, a = 0.05, « = 0.021, 8 = 0.024, § = 0.98 ve t = 0.99 degerleri igin

analitik ¢6ziim grafigi.

3.1.2. Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov Yontemi ile Analitik Coziimler

Buradan, N = 2 degeri (2.27) denkleminde yerine yazildiginda kesik seri su sekilde
olacaktir:

by by
u=by+ + (3.33)
TR T 1+ Q)
Son olarak, olugan bu denklemde, (1 + Q(&))? fonksiyonlari diizenlenir ve fonksiyonlarin
katsayilar1 birer denklem olarak tanimlanir. Bu durumda agsagidaki cebirsel denklem
sistemi elde edilir.
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0 = 8a2b0f2 + 6a2b1f2 + 4a2b2f2 + 8ayby fk + 6a1b1 fk + 4aby fk + S8abym?
+6abym? + dabym? — 2b1c6*m* — 4byed*m* + 4bjcdm*o + 20bycdmio
+4biem*o?® — 4bjem*or — 8byem®*or 4 8bodk? + 6bydk* + 4bydk? + 8by fm
+6b1 fm + 4bs frm 4 8abgkm + 6abikm + 4dabskm + 88bylm + 630 Im
+48bylm + 8bbam? + 4bbim? + 12bbgbym? + 8bbobym? + 4bbybym?,

0 = 12a5bof* + 6asby f* + 2a2by f? 4+ 12a1bo fk + 6a1b1 fk + 2a1by fk + 12abym?
+6ab;m? + 2abym? + 8bycd*m* + 6bycdmio — 6b cdmrt — 12byedmir
+16bscm*or 4 12bpdk? + 6bydk? 4 2badk? + 12bg fm + 6by fm + 2by fm
+12abokm 4 6ab km + 2abskm + 128bglm + 63b11m + 2Bbylm + 12bbim?
+20b2m? 4 12bbobym? + 4bbybym?,

0 = 2abof? + 2asby f* + 2a2bo f* + 2a1bo fk + 2a1b1 fk + 2a1bs fk + 2abym?
+2abym? 4+ 2abym? — 2bicomio — dbycdmio + dbyem*o? + 12bsem’ o
+2bodk? + 2b1dk* + 2bodk? + 2bg fm + 2by fin + 2bs fm + 2abokm
+2abkm + 2abskm + 2B8bglm + 28b1lm + 28bslm + 2bbgm2
+20b2m? + 2bb2m? + 4bbobym?® + 4bbobym? 4 4bb1bym?,

0 = 8asbyf?+ 2asby f* + 8arby fk + 2a1by fk + S8abym? + 2abym? + 2byc6*m*
—Abedmi T + 12bycdm*t + dbjem*or — dbjem* 7% — 8byem* % + 8bydk?
+2b,dk? 4 8bo fm + 2by fm + Sabokm + 2ab km + 8Bbylm + 2biIm
+8bbam? + 4bbobym?,

0 = 2a2b0f2 + 2a1bo fk + 2abom? + 2bycom*t — 4byem 12 + 4bsem 12 + 2bydk?
+2bo fm + 2abgkm + 28bglm + 2bb(2)m2. (3.34)

Bu cebirsel denklem sistemi ¢oziildiigiinde by, b1, by ve f degerleri i¢in dort ¢oziim kiimesi
elde edilir.

Coziim 1:
by = 6cm27'(l()5—0—7')7b1 _ GCWQ((S_?Z)((S_J_T)>62 — _w,
= _m_alk_\/(alk+m)2—4a2(am22:§52m4—4cm4ar+dk2+akm+ﬂlm) (3.35)
Kiime 1:
7 # 0 igin,
Gem?r(6 — o — 7) (% — dor)sec? (3VATT =P (Ae + W)

Y, 2,t) = —
us1(2,, 2, 1) b(—VAdor — 82 tan (V4o — 62 (A7 + Wy)) + 6 — 27) 2
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t9 <\/(a1 k+m)2—4az(m(am+cm?3(62—4o7)+ak+B1)+dk?)+a1 k+m>
2a91

Burada, A; = —
Wi =d+ ky + Iz + ma seklindedir.

ve

0 # 0ve o = 0igin,

9
- 6(—75(— W-{-d-i—ky-i—lz-l—mx)
6co*m?(6 — 7)e

9 (fAgtaykm) .
(oo O ] Y,

us2(x,y, 2,t) = (3.37)

Burada, Ag = (a1k +m)? — 4ay (m (am + c6*m® + ak + S1) + dk?*) seklindedir.
0 # 0verT =0igin,

V(s
9 9 6(—W+d+ky+lz+mx)
6co*m?(6 — o)e

u53(£v,y, th) )
’ ( Ag+a k+m)
) (66 (-— V§(12;+d+ky+lz+mz) 5 U) )

(3.38)

Burada, Ag = (a1k +m)? — 4ay (m (am + cd*m? + ok + Bl) + dk?) seklindedir.

Coziim 2:
bO _ 6cm27(270'7‘r)’b1 _ 60m2(572z)(57077)7b2 _ _60m2(5;077‘)27
—m—a a1k+m)2—4az(am2+cd2mt—4emior akm+Blm
= 1h+4/ (a1 k+m)2—das( 22;52 4 +dk2+akm+Blm) (3.39)
Kiime 2:
7 # 0 igin,
( 0 6cm?(0 — 0 — 7) (6% — 4oT) sec? (2v/doT — 62 (A9 + W) (3.40)
ug1(z,y, z,t) = — )
sy b(—V4oT — 6% tan (31407 — 62 (Ag + W1)) + 6 — 27) 2
t? a1k+m)2—4das(m(am+cm3(62—4o7)+ak+Bl)+dk2)—a1k—m
Burada, Ag = — (Ve it 2a(219 ) erlal) ve
Wy = d+ ky + lz + ma seklindedir.
0 # 0 ve o = 0igin,
60527712(5 . 7_)65(1410+d+ky+lz+m:v)
U 2(7, Y, 2,1) = b((6 — 7)edAnordthy+izrma) | 1)2 (3.41)
t9 a1k+m)2—4as(m(am+cd2m3+ak+pl)+dk2)—ar1k—m
Burada, A,y = (\/( - ) 2 ;2 5 o ) ) seklindedir.
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0 # 0ve T =0igin,

66(52m2<(5 _ 0—)65(A10+d+ky+lz+m:r:)

us(t,y, 2,t) = — (ed(Arotdrhy+lzame) | § — )2 (3.42)
t9 a1k+m)2—4az(m(am+cd2m3+ak+pl)+dk2)—ar1k—m
Burada, Ay = (\/( )" —az (m( ;2 5 kAT~ ) seklindedir.
Coziim 3:
cm? (82 —657+207+672 em2(6—27)(6—o—T em2(§—o—1)2
by — — b ) p, = Gem®G 2r)o=0=r) p, o Gem(ioo=n)?
f _ fmfalk:f\/(alk:+m)274a2(am22;2062m4+4cm4m-+dk2+akm+6lm) (3.43)
Kiime 3:
7 # 0 igin,
em? (8% — 607 + 207 + 672
U771(1‘,y, th) = = ( b )
6cm?(0 —27)(6 — o —T)
b (\/407—62 tan(%\/4;7:752(A11+W1))76 4 1)
6em?(6 — o —7)2
+ s 0-o-7) (3.44)
b <\/4cr7'52 tan(§\/4;7':752(A11+W1))75 n 1) 9
t7 (—+/(a1k+m)2—4as(am2—cs2mA+4emior+dk2+akm+Blm)—a k—m
Burada, A;; — ( V(a1 ) 2( - )—a1 ) ve
Wi =d+ ky + lz + mx seklindedir.
0 # 0 ve o = 0igin,
6({0(m+m)72a219(d+ky+lz+'mz)+a1ktﬂ)
c6*m? 6(6 —71)e 2a29
ura(@,y, 2, 1) = — O o R — 1| (345
(6 2a99 + 5 — 7—) 2

Burada, A5 = (a1k +m)? — day (m (am — c6>m? + ak + Bl) + dk?) seklindedir.

0 # 0ve T =0igin,

U773(I, Y, z, t) =

c02m?2 6((5 B 0)2 6(5 B 0)
b (_ (66(A13+W1) + 6 — 0') 2 + ed(A1stW1) 1§ — & - 1) (3.46)

t? <\/(a1 k+m)2—4az(m(am—c§?m3+ak+pl)+dk?)+a1 k+m)
2a21

Burada, A3 = —
Wi =d+ ky + 1z +max seklindedir.

veE
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Coziim 4:

em?(62—667+207+672 em2(6—27)(6—o—7 em2(6—o—7)2
by = — b ) p = om0 2)6mo=r) p, . Gemi(E=or)?
f _ —m—a1k+\/(a1k+m)2—4a2(am22;§52m4+4cm4ar+dk2+akm+ﬁlm) (347)
Kiime 4:
T # 0 igin,
em? (6% — 607 + 207 + 672
Us,l(%%%t) = - ( b )
6cm?(§ — 27)(6 — 0 — 7)
b (\/407'—52 tan(%\/4;:—62(A11+W1))—6 i 1)
6cm?(6 — o — 7)?
+ o -o=17) (3.48)
b <\/4U7——62 tan(§\/420:—52(A11+W1))—6 n 1) 9
Burada. A Y (—\/(a1k+m)2—4a2(am2—052m4+4cm4cr7'+dk2+akm+ﬁlm)—a1k—m) ve
) 11 — 2a90
Wi =d+ ky+ 12+ max seklindedir.
0 # 0ve o = 0igin,
( a ) ( a )
cd*m? ((5 - 7)26% —4(0 — 7)6% + 1)
ug 2 (2, Yy, 2,1) = — (3.49)

( a )
b ((5 e Mt 1> 2

Burada, A1y = t7\/(a1k +m) 2 — 4as (m (am — c62>m3 + ak + Bl) + dk2) — t? (a1k + m)
ve Wiy =d+ ky + 1z 4+ mz seklindedir.

0 # 0ve T =0igin,

S(tﬁx /A12+2a90(d+ky+lz+ma) _— (a1k+m))

c6*m? 6(6 —o)e %az?
us (@, y, 2, 1) = — A -1 350
(6 2a2? +6 — 0) 2

Burada, A1y = (a1k +m)? — day (m (am — c6*>m3 + ak + Bl) + dk?) seklindedir.
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i

-40
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40

6=0.35
6=0.55
6=0.75
6=0.95

500
400
300
200
100

Sekil 3.3. (3.37) denkleminde elde edilen us »(x,y, 2,t) ninm = —0.99, k = —0.5,1 = 0.03,
—l,as=-4,¢=1,b=0.01,y=0.1,2=0.5,h = 0.1, a = 0.05,

d—Ol ayp =

a=08=0.024§=2,7=04,0=0.98 vet = 0.9 degerleri i¢in analitik ¢6ziim

grafigi.
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— 6=0.35
— 6=0.55
— 6=0.75
— 6=0.95

L L I ! L L h L
40 20 : 20 40

Sekil 3.4. (3.41) denkleminde elde edilen ug 2(x,y, 2,t) ninm = —0.15, k = 0.2, [ = 0.03,
d=01,a0=—-1,a0=—-2,¢c=1b=0.01,y=0.1, 2 = 0.5, h = 0.1, a = 0.05,
a=0£=002,0=2,0=0571=1,60=0.98vet = 0.9 degerleri i¢in analitik
¢Oziim grafigi.

3.2. (2+1)-Boyutlu Dogrusal Olmayan Boussinesq Denklemi

Boussinesq denklemi, akiskan mekanigi ve hidrodinamikte Oonemli bir denklemdir.
Jean-Baptiste Boussinesq tarafindan gelistirilmistir. Bu denklem, akigkanin bir boyutlu
hareketini ve sicaklik degisimlerini tanimlamak i¢in kullanilir [40]. Bu denklemler, suyun
yiizeyindeki dalga olusumunu ve davranisini hesaba katarak dalgalarin sekil degistirmesi
ve yayilmasi gibi olaylar1 aciklar. Boussinesq yaklasimi, su dalgalarinin karmagik

davranigini anlamak ve miihendislik uygulamalarinda kullanilmak iizere tasarlanmistir.
Attt + Aty + b(1)2, + Cllgrry + Aty + a1ty + azty =0 (3.51)

u=u(z,y,t)dir. A,a,b,c,d, a; ve ay reel sabitlerdir.
Uygulamaya ge¢cmeden Once, denklemin uyumlu kesirli tiirev versiyonu su sekilde ifade

edilir.
ADfux + AUy + b(W)2, + ClUppzs + duy, + alDfuy + angeu =0 (3.52)

Burada u(x,y,t) =u(§) ve { = B+ xy+ 6 % doniisiimleri yapilarak denklemin iki kez
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integral alinarak,
afBu + ayd®u + a1dxu + ABSu + b*u? + Beu’” + dy*u(€) =0 (3.53)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu indirgeme sonucunda olusan u” ve u? terimleri
arasinda dengeleme yapilir. Dengeleme bagintis1t N 42 = 2N olarak yazilir ve bu baginti
coziildiigiinde dengeleme sayis1 /N = 2 olarak bulunur.

Simdi bu say1 Genisletilmis Ustel (-¢(€))-agilim1 yontemi kesik serilere uygulanacaktir.

3.2.1. Genisletilmis Ustel (-p(£))-A¢ihm Yontemi ile Analitik Coziim

Buradan, N = 2 degeri (2.7) denkleminde yerine yazildiginda kesik seri su sekilde

olacaktir.

u = By + Biexp(—p(€)) + Bz exp(—¢(§))? (3.54)

Daha sonra, olusan bu denklemde, exp(—¢(£))" fonksiyonlari diizenlenir ve
fonksiyonlarin katsayilar1 birer denklem olarak tanimlanir. Bu durumda asagidaki cebirsel

denklem sistemi elde edilir.

0 = aB’By+ ayBy6* + a1Byx + ABBy + b* B2 + 2b3° By By + 8* Bacn
+48*ByeA? + 36 Bie) + Bady?,

0 = af’Bi+ ayB16? 4+ a1 B16x + ABB16 + 2b3° By By + 63 Bacnyh + 26 Bien
+51B1eA? + Bidy?,

0 = aB’By+ ayByd® + a1 Bodx + ABByd + bB*Bi + 23 Bacn + 3 Bien\ + Body?,

0 = 2b3°B1By+ 106 Byc) + 26 By,

0 = bB*B2+6B"Bsc. (3.55)

Bu cebirsel denklem sistemi ¢oziildiigiinde By, Bi, B, ve ¢ degerleri i¢in dort ¢oziim

kiimesi elde edilir.

Coziim 1:
_ 202 _ 9pn2 2 2
B, — B7c\* — 20 0777 B, — _65 c/\7 B, — _65 C,
b b b
5 — —V(ax + AB)? —dag (af? + 4%y + B1(=c)\* + dx*) — arx — AP (3.56)
n 2&2 '
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Kiime 1:
A2 —4n > 0,n # 0igin,

—B3%cA\? — 23%cn

u9,1(x7y7t) b
B 243%cn?
b (—\/)\2 ~dyjtanh (%w/v (T + W2)> - )\> 2
B 123%en (3.57)
b (—\/)\2 ~dyjtanh (%w/v (T + WQ)) - )\>
O(—+/(a ApB)2—4az(aB? den—cBiN2+dx2)—a1x—A
Burada, T — t( V/ (a1x+AB) 42(ﬁ;;42ﬁ‘; N—cBANZ+dx2)—a1x 5) ve Wy = h+ B + vy
seklindedir.
A2 —4n < 0 ven # 0 igin,
—B%cA? — 2B%cn 243%cn?
U,gg(l‘,y,t) b -
b( 4 — M tan (5\/477— 22 (T+W2)> - A) 2
B 123%en\ (3.58)
b( 47— M tan (5\/477— 22 (T+W2)> h A)
O(—+/(a ApB)2—4az(aB? den—cBAiN2+dx2)—a1x—A
Burada, T = t( V/(a1x+AB) 42(B;;4£ n—cBiA2+dx?)—a1x B) ve Wy = h + Bz + vy
seklindedir.
A2 —4n >0, X # 0 ve n = 0 igin,
tos(z,y,1) = _BQC)\Q B 632%cA\?
23 = b b(sinh (A (Ty + Wa)) + cosh (A (T} + Wa)) — 1)
- 657X (3.59)
b (sinh (A (T7 + W3)) 4 cosh (A (T7 + Wa)) — 1) 2
O(—+/(a1x+AB)2—4az(af2—cB4N2+dx2)—a1 x—A
Burada, T, — #* (—y/(ax+45) 42(2529 ) —mx—Af) Wy = ht Br -
seklindedir.
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A2 —4n =0, ) # 0ve n # 0igin,

o (AT )

65267’] 2a20
u9,4(x7 y? t) = - b - t9<—\/T—a —Aﬁ)
b </\ ( o + W2) - 2)
32cAt (té(_ﬁé;‘ﬁx‘”) + W2> 2

. 6 - (3.60)
2b (A (t S W2> + 2) 2

Burada, 7o = (a1 + AB)? — 4ay (af8* + dx?) ve Wy = h + Bx + xy seklindedir.

A2 —4n =0, =0ven = 0igin,

453%c 65%c
U9,5(x7y7t> — ﬁb di o 7 (\/(a1X+AB)2*4a2(a52€B4cn+dxz)alXAB) (361)
b ( 5020 + W2) 2
Burada, Wy = h + Bz + xy seklindedir.
Coziim 2:
_A2.\2 _ 2 2 2

B, — B7cA\* — 20 cn7 B, — _65 c/\7 B, — _GB c7

b b b

5 - T A I @ AT B ) —ax - A8
n 2&2 '

Kiime 2:
A2 —4n > 0,n # 0igin,

—B32cA\? — 2B%cn
ulO,l (.Z', Y, t) = b

243%cn?
b (—\/)\2 — 4ntanh <%\/)\2 —4n (T3 + Wg)) - )\> 2
123%cn\
= ben (3.63)
b (—\/)\2 — 4 tanh (gx/v “dn (Ty + Wg)) - >\>
0 a1x+AB)2—4az(aB?4+484cn—cBiA2+dx?)—a1x—A

Burada, T — t (\/( 1X+AB) 42(622971 BN +dx?)—a1x B) ve Wy = h + B + vy
seklindedir.
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A2 —4n < 0 ven # 0 igin,

—B32cA\? — 2%cn

U10,2 (l‘, Y, t) = b
B 243%cn?
b< 47)—>\2tan(%\/477—)\2(T3+h+5$+>(y))_)‘)2
1232
_ fen (3.64)
b< 47)—>\2tan(%\/477—)\2(T3+h+5$+xy))_)‘>
0 a1x+AB)2—das (aB2+4B4cn—cBiA2 2)_q;x—A
Burada, 75 = : (\/( XA aatal J;zfe 1) ﬁ> seklindedir.
A2 —4n >0, X # 0 ve n = 0igin,
[2eN? 65%c\?
us(@,y,t) = — F :
b b(sinh (A (T4 + Wa)) 4 cosh (A (T + Wh)) — 1)
65%c\?
be (3.65)

b (sinh (A (Ty + Wa)) + cosh (A (T + Wa)) — 1)2

i (\/(al X+AB)2—4az(aB2—cBiA2 +dx2)—a1x—Aﬂ>

Burada, 7, = 50

ve Wy = h+Sx+xy seklindedir.

A2 —4n =0, )\ # 0 ve n # 0igin,

362cA3 (—te(m‘““‘“) + W2>

2a90

65%cn

u04(z,y,t) = — —
by (/\ (—ta(mza cxA9) Wz) + 2>
0 av—
382c\! (—t WTZ@;" A9) | Wz) 2

- p 7 (3.66)
2b <)\ (—t ( e %) 4 W2> - 2) 2

Burada, Ty = (ayx + AB) ? — 4as (af? + dx?) ve Wy = h + Bz + Yy seklindedir.

A2 —4n =0, =0ven = 0icin,

AB%en 6%

3.67
b b (t9 (\/(a1x+Aﬂ)2—4a2(a62—4ﬁ4c77+dx2)—a1X—A5) -+ WQ) 2 ( )

Uro5(,y,t) = —

2a50

Burada, Wy = h + Sx + xy seklindedir.
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6/3%cn 6532\ 6/3%c
By = - B = 2% g _
0 b ) 1 b ) 2 b )
=/ (a1x + AB) % — day (af? — 4B%cn + BAed? + dx?) — arx — AP
o = (3.68)
2(1,2
Kiime 3:
A2 —4n > 0,n +# 0 igin,
65%cn 243%cn?
ull,l(xay7t) - - b -
b (—\/)\2 — 47 tanh (%MA? G Wg)) - )\) 2
12/3%2ecn)
- pen (3.69)
b (—«/)\2 — 47 tanh (%Mv —an (Ts + WQ)) - )\)
O(—+/(a1x+AB)2—4az(af2—4B%4cn+F4cA2 2)—a1x—A
Burada, T — . (= /@ix+48) 42<ﬂ2a42/2 AR axA) b+ B 4+
seklindedir.
A2 — 4n < 0 ve n # 0 igin,
6/3%cn 243%cn?
u11,2(x7y7t) > b -
b( 47— A% tan (%\/477 TN (T +W2)> - )\> 2
123%en
- ben (3.70)
b ( 47— A% tan (5\/477 N (Ts + Wz)) - A)
O(—/(a1x+AB)2—4as(aB2—4p4cn+B4eA2+dx2)—a1x—A
Burada, Ty — ° (—y/(ax+48) 42(62(14; AT —ax—AB) Wy = ht Bty
seklindedir.
A2 —4n > 0, \ # 0 ven = 0igin,
war (g, 1) = — 6/32c\?
3= T (sinh (A (Tp + Wa)) + cosh (A (Tp + Wa)) — 1)
B 632c\? 3.71)
b (sinh (A (Tg + W3)) + cosh (A (Ts + W) — 1) 2 '
O(—+/(a1x+AB)2—4as(aB2+L4cA? 2)—a1x—A
Burada, Ts = t< VoA (252;5 VD) max ﬁ) ve Wy = h+ Bx + xy
seklindedir.
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A2 —4n =0, ) # 0ve n # 0igin,

gor (M) )

( ) 65207’] 2a20
uira(z,y,t) = — -
by </\ (ﬁ(_ﬂi;;”;l"_%) + WQ) + 2) 2
o(_ —a1x—
SERON (” T 4 +W2)
+ (3.72)

b (A (”WT*;;;IX‘A" ) 4 Wz) T 2)

Burada, 7o = (a1 + AB)? — 4ay (af8* + dx?) ve Wy = h + Bx + xy seklindedir.

A2 —4n =0, = 0ven=0igin,

(2,y.1) i (3.73)
Ur1,5\%, Y, 1) = — .
b (te (‘\/(a1X+AB)2—4a2(;f:0+454077+d><2)“1X-A5) + W2> 2
Burada, W5 = h + Sz + xy seklindedir.
Coziim 4:
653%cn 63%cA 6/3%¢
0 b ) 1 b ) 2 b )
V{ax + AB)? —day (af? — 4B%cn + BAeN? +dx?) —aix — AB
o = (3.74)
2&2
Kiime 4:
A2 —4n>0,n # 0igin,
6/3%cn 243%cn?
U12,1(37,y7t) = - b -
b (—\/)\2 ~dyjtanh <%\/>\2 (T + Wz)) - )\) 2
123%en\
= ben (3.75)
b (—\/)\2 — 4 tanh (%N/v 4 (Ty + W2)> - >\>
0 a1 x+AB)2—4daz(aB?—48%*cn+B4cA?2+dx?)—a1x—A
Burada, Ty — * (V/(@1x+48)°4as(aB 2ife AT ) —ax—AB) Wy = ht B+ v
seklindedir.
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A2 —4n < 0 ven # 0 igin,

6/5%cn 24/3%cn?
u12,2(xay7t) = - b -
b ( 47— A tan (5\/47; TN (T + W2)> - /\> 2
123%en
= ben (3.76)
b ( 4 — A tan (5\/477 TN (T + WQ)) - )\>
o a1x+ApB)2—4az(aB2—-4B%¢ )2 2)—a1x—A
Burada, 77 = i (\/( XA ~aa(ed ;je AT 5) ve Wy = h+ Bz + xy
seklindedir.
A2 —4n >0, X # 0 ve n = 0igin,
wis(z,y.1) = — 632c\?
23 E = T (sinh (M (Tx + Wa)) + cosh (A (Ts + Wa)) — 1)
2 2
- 65 e (3.77)
b (sinh (A (Tg + W3)) + cosh (A (Ts + Ws)) — 1) 2
© a AB)2—4az(aB2+B4cA2+dx2)—a1x—A
Burada, Ty = ! (\/( D)) 42(2’;;6 W& B) ve Wy = h+ Bx + xy
seklindedir.
A2 —4n =0, # 0ven # 0icin,
0 apy—
, 332e )\t M LW, )2
n = _88en “
u12,4('r7y7 ) - - b - t9<m—a1X—Aﬁ)
2b ()\ (T+W2> —|—2) 2
0 arv—
33%c\? (t ( Tzza;ex 49) + Wz)
+ (3.78)

b (A (—te(mmfexw) + W2> + 2)
Burada, Ty = (a1x + AB)? — 4ay (aB? + dx?) ve Wo = h + Bz + xy seklindedir.
A2 —4n =0, =0ven=0igin,

63%c
U12,5($a y,t) = — o
b (te(\/ (a1x+AB)?—daz(aB2+4B e +dx?)—arx—AB) + W2) 2

2a90

Burada,W; = h + Sz + xy seklindedir.
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0.10

0.05

-0.05
-0.10
-0.15
-0.20

-0.25

‘ ‘ — 6=0.15
2 40 — 6=0.45
— 6=0.75
— 6=0.95

-0.2

Sekil 3.5. (3.63) denkleminde elde edilen w1 (2, y, z,t) nin 8 = 0.24, x = —0.5, A = 0.03,
d=01la =-1,¢c=1,0b=001,y =01, A =0.1n = 0.05 A = 0.5,
a = 0.05, az = —4, 0 = 0.98 ve t = 0.99 degerleri i¢in analitik ¢oziim grafigi.
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AN w &2 oo o

— 6=0.15

6=0.35
— 0=0.55
— 6=0.75

40 —20 t 20 40

Sekil 3.6. (3.75) denkleminde elde edilen w21 (2, y, z,t) nin § = 0.9, x = —0.5, A = 0.03,
d=01a =-1,c=1b=001,y =01, A =0.1,7n = 0.05, A = 0.5,
a = 0.05, a2 = —4, 0 = 0.98 ve t = 0.99 degerleri icin analitik ¢oziim grafigi.

3.3. Genigsletilmis (2+1)-Boyutlu Dogrusal Olmayan Evrim Denklemi (DOED)

Dogrusal olmayan bilimin 6nemli bir alani, integrallenebilir dogrusal olmayan evrim
denklemlerinin (DOED) c¢oziimiidiir. Bu kapsamda, Korteweg-de Vries (KdV) ve
dogrusal olmayan Schrodinger (DOS) denklemleri gibi {inlii bir boyuttaki DOED ile
Kadomtsev-Petviashvili (KP) ve Davey-Stewartson (DS) denklemleri gibi iki uzamsal
boyutta DOED’ler one ¢ikmaktadir. Gercek diinya olaylarinin analizi biiylik olgiide
DOED c¢oziimleri iizerine dayanmaktadir; zira bu ¢dziimler, dogrusal olmayan dalga
yayilimi caligmalar1 i¢in temel niteliktedir. Coklu-solitonlar, yumru dalgalar, haydut
dalgalar ve bunlarin dinamik Ozellikleri gibi bilesenler, tiim DOED’ler icin Onemli
rol oynamaktadir. Bu denklemlerin veya farkli versiyonlarinin, okyanus, su, dogrusal
olmayan optik, Bose-Einstein yogusmalar1 ve diger alanlardaki potansiyel uygulamalari
oldukca dneme sahiptir. DOED’lerin ¢oziimii i¢in etkili tekniklerin arayisi, gecen yillarda

biiytik ilgi gormiistiir [41].
Aty + gy + b(w)2, + Cllgpes + du,, =0 (3.80)

u=u(z,y,t)dir. A, a,b,cve dreel sabitlerdir.
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Uygulamaya ge¢cmeden Once, denklemin uyumlu kesirli tiirev versiyonu su sekilde ifade

edilir.
ADuy 4 @ty + b(1)2, + Cligpye + duy, =0, 0<0 <1 (3.81)

Burada u(z,y,t) = u(§) ve £ = ka + ly + m% doniisiimleri yapilarak denklemin iki kez
integral alinarak,

ak*u 4+ Akmu + bk*u® + ck*u” + diPu =0 (3.82)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu indirgeme sonucunda olusan «” ve u? terimleri
arasinda dengeleme yapilir. Dengeleme bagintis1 N 42 = 2N olarak yazilir ve bu baginti
coziildiigiinde dengeleme sayis1 /N = 2 olarak bulunur.

Simdi bu say1r Genisletilmis Ustel (-¢(&))-Acihimi, Degistirilmis Genisletilmig tanh
fonksiyonu ve RKSY nin kesik serilerine uygulanacaktir.

3.3.1. Genisletilmis Ustel (-(¢))-A¢iim Yontemi ile Analitik Coziim

Buradan, N = 2 degeri (2.7) denkleminde yerine yazildiginda kesik seri su sekilde
olacaktir.

u = By + By exp(—¢(€)) + Byexp(—p(€))? (3.83)

Son olarak, olusan bu denklemde, exp(—p(£))" fonksiyonlar1 diizenlenir ve
fonksiyonlarin katsayilar birer denklem olarak tanimlanir. Bu durumda agsagidaki cebirsel
denklem sistemi elde edilir.

0 = 3ck®\B; +bk*B} + ak®By + dI? By + AkmBy + 8ck*n By + 4ck*\? B,
+2bk* By By,

= ak®By + dI’ By + AkmBy + bk*Bf + ck*n\B; + 2ck*n® Bo,

= ak’B; + dI’B; + AkmB; + 2ck™n By + ck*\? By + 2bk? ByB; + 6¢k*n\Bs,

= 2ck’B; + 10ck*\By + 2bk* B, B,

= 6ck*B, + bk’ B3, (3.84)

o o o o
|

Bu cebirsel denklem sistem c¢oziildiigiinde By, By, By ve m degerleri i¢in iki ¢oziim
kiimesi elde edilir.

Coziim 1:

6enk?
By= > B =

_ Gck®A 6ck? ak? + ck* (\? — 4n) + di?
b Ak

(3.85)
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Kiime 1:
A2 —4n > 0,n # 0igin,

6en k2 12¢ nk?\
U13,1 (LU, Y, t) = - b -
b (—\/)\2 — 4n tanh (%\/)\2 —4An(S+h+kr + ly)) — A)
24cn?k?
_ _ (3.86)
b <—«/)\2 — dtanh (%N/v Ay (S+h+ ko + ly)) . )\)
0 (ak2+ckt (22— 2
Burada, S = O kfg;k n)-+ar?) seklindedir.
A2 —4n < 0 ven # 0 igin,
6en k2 12¢ nAk?
u13,2(x7 Y, t) =~ b -
b( 4n — X2 tan (%\/47; —X(S+h+ kx+ly)> — A)
24cn?k?
L . (387)
b( 4n — X2 tan (%\/477 — X (S+h+ km—i—ly)) — )\>
0 (ak2+ckt (22— 2
Burada, S = MG kﬁ;\k n)+d) seklindedir.
A2 —4n >0, \ # 0 ven = 0icin,
wpsa(z.yl) = — 6k \?
BTN = T (sinh (A (S1)) + cosh (A (S)) — 1)
6ck?\2
S— ‘ . (3.88)
b (sinh ( (A (S1)) 4+ cosh (A (S1)) — 1)
6 a 2 c 214 2
Burada, 57 = a(C +A/;kk +L) + h + kz + ly seklindedir.
A2 —4n =0, # 0ven # 0igin,
19 (ak?+di?
6enk? 3ck?\3 (—% +h+kx+ ly)
urza(r,y,t) = —
b b (0 (- bt ke ly) +2)
2
t9 (ak?+di?
3ck2 )\ <—% +h+kx+ ly)
- —— . (3.89)
2b<>\ (—%—f—h—Fkﬂj—Fly) +2)
A2 —4n =0, = 0ven=0igin,
6ck?
U13,5 (.T, Y, t) = - 0/ 12 4 5 9 (390)
b <—t (@RZ AR ) 4 bt ke + ly)
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Coziim 2:

2 (9 2 2 2
B, = M AN p o GKA o Gk
b b b
—ak?® + ck* (\? — 4n) — dI?
m = 1 (3.91)

Kiime 2:
A2 —4n > 0,n # 0igin,

ck? (2n + \?) 12enk? A
Ui4,1 (.T, Y, t) = - b -
b (—\/)\2 — 47 tanh (%w/v 4 (52)) . A)
24en?k?
- . - (3.92)
b <—\/)\2 —4yjtanh <§\/)\2 — 4y (55)) s )\)
(—a c —4n)—
Burada, S; = Ofat k:g?: 4n)-dr) + h + kx + ly seklindedir.
A? —4n < 0 ven # 0 igin,
ck® (2n+ \? 12enk? A
u14,2('r7y7t) = - ( Z ) i 177
b ( 4n — A% tan (5\/477 — A2 (Sg)) - )\)
24cn’k?
= =l . (3.93)
b < 4n — A% tan (%\/477 — A2 (Sz)) — A)
O(—a c —4n)—
Burada, Sy = (o k:g;: n)—d”?) + h + kx + ly seklindedir.
A2 —4n >0, X # 0 ve n = 0igin,
( By o= _ck2A2 _ 6ck?\?
“asth U b = b b(sinh (A (Ss)) + cosh (A (S5)) — 1)
6ck?\?
- c ; (3.94)
b (sinh (A (S3)) 4 cosh (A (S3)) — 1)
O(—a c —
Burada, S3 = “ kz;é\,:kél ) + h + kx + ly seklindedir.

42



A2 —4n =0, ) # 0ve n # 0igin,

10 (7ak27dl2)

6k 3ck2\3 (A—Gk +h+ ke + ly)

Urga(T,y,t) = — >
b b()\(%—i-h—l—kx—i-ly)—i-Q)

2
9 (_ak?—di2
3ck2\4 (% +h+kx + ly)

_ e ! (3.95)
2 (A (™) 4 bt ka - y) +2)

A2 —4n =0, = 0ven = 0igin,
denk? Gek?

was(@y,t) = o . (3.96)

2
b b (tG(—akZ—iZzink“—dlz) +h+kx+ ly)

0.25
0.20
0.15
0.10

0.05

— 6=0.65
— 6=0.75
— 6=0.85
— 6=0.95

—40 -20 0.05+ 20 40

Sekil 3.7. (3.86) denkleminde elde edilen u13 1 (z,y,t) nink = 0.2,¢ =1,b=0.01,y = 0.1,
z=0.5,h=01,7=0.05,A=0.5,d =0.1,1 =05,a=0.1,A=0.1,§ =0.95
ve t = 0.99 degerleri icin analitik ¢6zlim grafigi.
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0.02

0.01

-0.01
-0.02
-0.03

-0.04

‘ — 6=0.25
-20 10 10 20
— 6=0.45
-0.01
— 6=0.65
~0.02 — 6=0.85
-0.03|
-0.04

Sekil 3.8. (3.92) denkleminde elde edilen w141 (z,y,t) nin k = 0.99, ¢ = 0.009, b = 0.01,
y=2012=05h=01mn=005A=05d=011= 0.5 a = 0.01,
A =0.1,60=0.95ve t = 0.99 degerleri i¢in analitik ¢6ziim grafigi.

3.3.2. Degistirilmis Genisletilmis tanh Fonksiyonu Yontemi ile Analitik Coziim
N = 2 degeri (2.18) denkleminde yerine yazilirsa, kesik seri asagidaki gibi olacaktir
u= Ao+ A1p(§) + Bip(&) ™ + A2p(€)* + Bap(€) (3.97)

Daha sonra, olusan bu denklemde, (&) fonksiyonlar diizenlenir ve fonksiyonlarin
katsayilar1 birer denklem olarak tanimlanir. Bu durumda asagidaki cebirsel denklem
sistemi elde edilir.
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0 = ak®Ag+dI*Ay+ AkmAg + bk* A2 + 2ck*o® Ay + 2bk* A1 By + 2ck* By
+2bk% Ay Bs,

= bE*A? 4 ak®Ay + dI? Ay + AkmAy 4 8ck*o Ay + 2bk* Ay As,

= ak?A; +dIPAy + AkmA; + 2ck* o0 Ay + 20k Ay Ay + 20k Ay By,

= bk®B? + ak®By + dI’ By + AkmBy + 8ck*o By + 20k Ay Bs,

= ak’B, + dI’?B; + AkmBy + 2ck*o By + 2bk* Ao By + 2bk*A; B,

= 2ck*0?B, + 2bk*B, Bs,

= 6ck'0?By + bk’ B3,

= 2ck* A, + 20k A Ay,

= 6ck* Ay + bE2 A (3.98)

o o o o o o o o
|

Bu cebirsel denklem sistem ¢oziildiigiinde Ay, A; As, By, By ve m degerleri i¢in dort

¢Ozlim kiimesi elde edilir.

Coziim 1:
2 2 2 2
A, = _12ck 07A1 —0.B, = 0,4, = _6ck By = _60k o ’
b b b
—ak?® + 16ck*o — dI?
m o= 0 (3.99)
Kiime 1:
o < 0 ig¢in,
2
0(_ ok ckto—di2
12ck20 6ck?o tanh (\/—0 (t (ak stkk @) + kx + ly))
u15,1 (QU, y7t) = - b + b
2
0(_ak? ko —dI2
6ck?o coth (\/—O' <t (ak stkk ) + kx + ly)>
+ 2 (3.100)
veya
2
0(_ak2 ckto—di2
19ck20 6ck?o tanh (\/—0 (t (ot stkk @) + kx + ly))
u15,2('r7 y7t> = - b + b
2
0(_ak? ko —dI2
6ck?o coth <\/—a (t (ak stkk ) + kx + ly)>
+ ; (3.101)
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o > 01i¢in,

2
0(_ k2 ckto—dI2
12ek20 6ck?o tan (\/E (t (o Jjgkk ) + kx + ly))

u15,3 (l‘, Y, t) = b b
9 t9(—ak?+16ckio—dI? ) 2
6ck?o cot | /o 0F + kx +ly
- ; (3.102)
veya
9 t9(—ak?+16ckio—dI?) 2
19ek2o 6ck*o tan | /o YU +kx + 1y
u15,4(xa Y, t) = - b - b
9 t9(—ak?+16ckio—dI?) 2
6ck?o cot | /o oF + kx +ly
= ; (3.103)
o = 0 i¢in,
6ck?
uiss (2, y,t) = ——— " dlf 5 (3.104)
b (% + kx + ly)
Coziim 2:
2 2
Ay = —6012 07A1 =0,B,=0,4; = —%732 =0,
—ak? + 4ckio — dI*
= 3.105
m Ak ( )
Kiime 2:
o < 01igin,
9 19 (—ak?+4ckio—di?) 2
Geko 6ck“ctanh | /—0 OF + kx + ly
w161 (7, Y, t) = — + (3.106)
’ b b
veya
2
0( _ak2+dckto—di2
beko 6ck?o coth (V—a <t (et té: @) +kx + ly))
vi,2 (2, Y, t) = — + (3.107)
’ b b
o > 01i¢in,
2
0( _ak?+Ldckio—di2
6eko 6ck?o tan <\/E (t (ot JZZ: ) + kx + ly>)
vi,3(2, Y, 1) = — - (3.108)

b b
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veya

2
0( _ k21 dckio—di?
Geko 6ck?o cot <\/5 <t (o :46: ) +kx + ly))
viga(T, Y, t) = — b b (3.109)
o = 0 ig¢in,
6ck?
vi6s5(T, Y, 1) = ———— f > (3.110)
b (% + kx + ly)
Coziim 3:
2ck? 6ck?
AO — — cb U,Al :0731 :O,A2 — Cb ,BQ :0,
—ak?® — 4cko — di?
= 3.111
m Ak ( )
Kiime 3:
o < 01igin,
2
0 —a he ¢ 40._ 2
ek 6ck?o tanh (\/—0 (t (ot At: ) + kx + ly)>
U7 (2, y,t) = — T ; (3.112)
veya
2
6 —a 2_ ¢ 40._ 2
oek?y 6ck?o coth (\/—a <t (ot AZ;: @) +kx + ly))
w2 (7, y,t) = — + (3.113)
’ b b
o > 0icin,
2
0 —a 2_ ¢ 40._ 2
oek?y 6ck?o tan (\/E (t (ot AZ;: ) + kx + ly))
wr (. y,t) = — T 2 (3.114)
veya
2
0 —a 2_ c 40._ 2
Seke 6ck?o cot <\/E <t (ot :9: @) +kx + ly))
urra(,y,8) = ——— = ; (3.115)
o = 0 ig¢in,
6ck?
w752, y,t) = — ° (3.116)

2
b <—t0(_’f;k_d12) + kx + ly>
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Coziim 4:

4ck? 6¢k? 6ck?o?

AO — QaAlzoaBlzoaAQZ_ ¢ aBZZ_ ¢ 07
b b b
—ak?® — 16¢ck*o — dI?
— 3.117

m Ak G.117)
Kiime 4:
o < 0 ig¢in,

19 (—ak?—16ckio—di2)’
k2o 6ck?o tanh (\/—a < ( ST ) + kx + ly))

ug 1 (T, y,t) = b + b
2
7 —a 2_ c 40._ 2
6ck?o coth (x/—a <t (ot ,iSkk ) + kx + ly)>
+ 2 (3.118)
veya
2
6 —a 2_ c 40._ 2
tek?o 6ck?o tanh (\/—0 <t (ak jskk @) + kx + ly))
u18,2 (:E7 Y, t) = b + b
2
0 —a 2_ ¢ 40._ 2
6¢k?o coth? <\/—a (t (ot jskk ) + kx + ly>)
+ 2 (3.119)
o > 0 ig¢in,
2
t?(—ak?—16ck*o—dI?
Lo 6ck?o tan <\/E < ( o ) + kx + ly)>
uig3(7,y,t) = b b
9 t9(—ak?—16ckio—dI?) ?
6ck?o cot | /o YT + kx + 1y
— 2 (3.120)
veya
9 t9(—ak?—16ckio—dI?) ?
k2o 6ck?o tan | /o YT + kx +ly
u18,4(xa Y, t) = b - b
t9(—ak?—16ckio—dI?) 2
6ck?o cot <\/5 ( s + kx + ly))
— - (3.121)
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o = 0 ig¢in,
6ck?
2
b (—te(_fggdlz) + kx + ly)

g s(z,y,t) = —

0.0025

0.0020

0.0015

0.0010

-40 -20 r 20 40

6=0.25
6=0.45
6=0.65
6=0.85

(3.122)

0.0026
0.0024
0.0022
0.0020
0.0018
0.0016
0.0014
0.0012
0.0010

Sekil 3.9. (3.106) denkleminde elde edilen w61 (z,y,t) nin d = 0.05, y = 0.55, k = 0.202,
b =0.001, ¢ =0.0001,0 = —1.21,1 = 0.45, a = 0.221, A = —1.01, 6 = 0.98 ve

t = 0.99 degerleri i¢in analitik ¢oziim grafigi.
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0.005
08

0.005
-0.005 o005
-0.010

-0.010 o4 -0.015

-0.015

— 6=0.65

— 6=0.75
o — 6=085
-0.010 — 6=0.95
-0.015

-0.020

Sekil 3.10. (3.112) denkleminde elde edilen w71 (x,y,t) nin d = 0.05, y = 0.55, k = 0.202,
c¢=10.0001,b=0.001,0 = —1.21,1 =0.45,a = 0.221, A = —1.01, 6 = 0.98 ve
t = 0.99 degerleri icin analitik ¢6ziim grafigi.

3.3.3. Rezidual Kuvvet Serisi ile Niimerik Coziim

Ik olarak, yukarida elde ettigimiz Degistirilmis Genisletilmis tanh Fonksiyonu
yontemindeki analitik ¢oziimlerden herhangi birine ¢ = 0 uygulanarak bir baglangic
kosulu belirlenmelidir.

Buradan (3.106) denklemi icin,

6ck*o N 6ck?o tanh (v/—o (kz + ly))2

3.123
: 2 ( )

u16,1(x7 Y, 0) =

seklindeki bagslangi¢c kosulu elde edilir. Genisletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan

evrim,
ADuy 4 gy + b(1)2, + Cllgges +duy, =0, 0<t <1, 0<60<1 (3.124)

denklemi i¢cin RKSY c¢oziimii (2.35) seklindedir. Kesirli denklemin k-yinci rezidual

fonksiyonunun genel formu su sekilde ifade edilebilir.

Resug = AD? (ug,) + a(up)ee + b(ur)?, + c(Up)zees + d(ug)yy =0 (3.125)
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Buradan, uy = ug(z,y,t) olmak iizere, birinci RKSY niimerik ¢oziimii i¢in Resuy, ve

ug(x,y,t) ifadelerine £ = 1 yazildiginda

Resu, — A(fl)era((f)erM) +b<2 (f)x+t0(f1)x)2)

(
w20 ((9)+ D) (), B
.

0
b (e + E ) 14 <<f>yy

elde edilir. Burada f = f(z,y) ve f1 = fi(x,y) dir. t = 0 ve (3.123) denklemi baglangi¢
sart1 yerine yazilirsa Resu; = 0 esitliginden f; = fi(z,y) degeri su sekilde elde edilir.

t (f1)yy

1
T) (3.126)

f— 12cko? (ak? — Ack*o + dI?) tanh (/=0 (kz + ly)) sech® (v/—o (kz + ly))
b Aby/—a

Dolayisiyla u; = uq(x, y, t) su sekilde olur,

(3.127)

12cko®t? (ak* — 4ck’o + di?) tanh (v/—o (kx + ly)) sech® (/=0 (kz + ly))

uy =

Abl+/—o
6ck?o tanh? (v/=c (kx + 1 2
e (b alkz + 1) _ 66]2 i (3.128)

Boylece birinci RKSY niimerik ¢oziimii elde edilmis olur. Benzer sekilde £ = 2 i¢in

Resuy su sekilde olur,

0 20 20-1
fesup = d <<f)yy = (él)yy +: ;gi)yy) + At (t‘” (f), + 9(f2)w>

ra (0 + O ()es | 2 ) (), + e, |, (f%)?

0 262 0 262
o ((( pat gz)) (( Pt Ol %)))

t9 <f );m:a::v t20 (f >acacacx

Burada f = f(x,y), fi = fi(z,y) ve fo = fo(z,y) dir. ¢t = 0, (3.123) denklemi
baglangi¢ sart1 ve f; denklemde yerine yazilirsa Resuy = 0 esitliginden fo = fa(x,y)
degeri su sekilde elde edilir.

12¢0? (ak? — dck*o + di?)? (cosh (2v/—0 (kx + ly)) — 2)
A?D
xsech! (vV—o(kz + ly)) (3.130)

fo =
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Sonug olarak uy = uy(z,y,t) su sekilde bulunur.

6ck?o N 6ck?o tanh® (/=0 (kx + ly))

Uy =

b b
12cko®t? (ak* — dck*o + dI?) tanh (v/—0 (kx + ly)) sech® (v/=0o(kz + ly))
* FNET
+6002t29 (ak? — dcko + di*)? (cosh (2y/ =0 (kz + ly)) — 2)
A2b6?
xsech* (vV—o(kz + ly)) (3.131)

Bu ise ikinci RKSY niimerik degeridir. Benzer sekilde uygulamaya devam edilirse k = 3

icin f3 = f3(z,y,t) ve usg = us(x,y,t) degerleri,
24co® (ak? — dcko + dI?)’ (cosh (2y/—a(ka + ly)) — 5)

A3bky/—0
x tanh (v—o(kz + ly)) sech® (v/—o(kz + ly)) (3.132)

fs =

6ck?c  6cko tanh® (/= (kz + ly))
. 4 b

12cko®t? (ak® — 4ck*o + dI?) tanh (v/—o (kz + ly)) sech? (/=0 (kz + ly))
y AbOy/—o

6ot (ak? — Ack*o + di?)? (cosh (2v/ =0 (kz + ly)) — 2)
" AZHi?

us =

xsech® (vV—o(kz + ly))
4cot? (ak® — deko + dI?)’ (cosh (2y/—a(kz + ly)) — 5)
A6k —0
x tanh (v—o(kx + ly)) sech® (v/—o(kz + ly)) (3.133)

seklinde elde edilir. Boylece ii¢iincii RKSY niimerik degerleri elde edilmis olur.

Asagida (2+1)-boyutlu DOED’nin RKSY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri, analitik
coziimlerle karsilagtirilacaktir. Bu niimerik ¢oziimleri bulmak i¢in Wolfram Mathematica
uygulamasi kullanilmigtir. Tablo 3.1, # nin farkli degerleri i¢in RKSY ile elde edilen
ug = ug(z,y,t) nimerik ¢oziimiiniin analitik ¢6ziimle karsilastirilmasi ile elde edilen

mutlak hatalar verilmistir.
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Sekil 3.11. (3.133) denkleminde elde edilen u3(z,y,t)’inc = 0.99, k = 0.22,b = 0.2,y = 1,
o= —-0.64,1 =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, z = 2 ve = 0.75 degerleri
icin niimerik ¢6ziim grafigi.

Sekil 3.12. (3.106) denkleminde elde edilen w161 (x,y,t)’in ¢ = 0.99, k = 0.22, b = 0.2,
y=10=-0.64,1 =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, z = 2 ve § = 0.75
degerleri icin analitik ¢oziim grafigi.

Sekil 3.13. (3.133) ve (3.106) denklemlerinde elde edilen uz(x,y, t) ve uis,1(x,y,t)’iny = 1,
c =099,k =022,0=02 0= —-064,] = 045, a = 0.05, d = 0.006,
A=0.71,z =2 ve § = 0.75 degerlerine gore mutlak hata grafigi.
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Sekil 3.14. (3.133) denkleminde elde edilen u3(z,y,t)’inc = 0.99, k = 0.22,b = 0.2,y = 1,
o= —0.64,1 =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, z = 2 ve § = 0.85 degerleri
icin niimerik ¢6ziim grafigi.

Sekil 3.15. (3.106) denkleminde elde edilen w161 (x,y,t)’in ¢ = 0.99, k = 0.22, b = 0.2,
y=10=-0.64,1 =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, 2 = 2 ve § = 0.85
degerleri icin analitik ¢oziim grafigi.

Sekil 3.16. (3.133) ve (3.106) denklemlerinde elde edilen usz(z,y,t) ve uig 1 (z, y,t)’iny = 1,
c =099,k =0220=02 0= —-064,] = 045, a = 0.05, d = 0.006,
A =0.71, z = 2 ve 6 = 0.85 degerlerine gore mutlak hata grafigi.
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Sekil 3.17. (3.133) denkleminde elde edilen u3(z,y,t)’inc = 0.99, k = 0.22,b = 0.2,y = 1,
o= —-0.64,1l =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, z = 2 ve 0 = 0.95 degerleri
icin niimerik ¢6ziim grafigi.

Sekil 3.18. (3.106) denkleminde elde edilen w161 (x,y,t)’in ¢ = 0.99, k = 0.22, b = 0.2,
y=10=-0.64,1 =0.45,a = 0.05,d = 0.006, A = 0.71, z = 2 ve § = 0.95
degerleri icin analitik ¢oziim grafigi.

Sekil 3.19. (3.133) ve (3.106) denklemlerinde elde edilen uz(x,y, t) ve uis1(z,y,t)’iny = 1,
c =099k =022,0=02 0= -064,1 = 045, a = 0.05, d = 0.006,
A =071,z =2vef = 0.95 degerlerine gore mutlak hata grafigi.
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4. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez calismasinda ilk olarak yeni genellestirilmis (3+1)-boyutlu
Boussinesq tipi integrallenebilir dalga denklemi icin analitik ¢6ziim yOntemleri
olan Genisletilmis Ustel (-p(¢))-agilimi ve Degistirilmis Genellestirilmis Kudryashov
yontemleri uygulamalari, (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan Boussinesq denklemi i¢in
analitik ¢oziim yontemleri olan Genisletilmis Ustel (- (€))-acilimi yontemi uygulamalar
ve genigletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi icin analitik ¢6ziim
yontemi olan Genisletilmis Ustel (-o(€))-agilimi, Degistirilmis Genisletilmis Tanh
fonksiyonu ve niimerik ¢Oziim yontemi olan Rezidual Kuvvet Serisi yontemlerinin
uygulamalar1 verilmistir. Daha sonra elde edilen bazi1 ¢oziimlerin uygun degerleri
kullanilarak 3D, kontur ve 2D grafikleri olusturulmustur. Elde edilen analitik bulgular
ve grafiksel gosterimler, bu yontemlerin dogru ve giivenilir oldugunu acgikca ortaya
koymaktadir. Ayrica, bu ¢alismada elde edilen ¢oziimler literatiirde benzersizdir ve daha
once yayimnlanmamugtir. Bu analitik ¢oziimler, incelenen modellerin fiziksel aktivitelerini
yorumlamak ve gercek diinya problemlerinde nasil kullanilabilecegini anlamak acisindan
biiylik nem tagimaktadir.

Genisletilmis (2+1)-boyutlu dogrusal olmayan evrim denklemi igin degistirilmis
genisletilmis tanh fonksiyonu yoOntemi uygulanarak, literatiirde bulunmayan dalga
coziimleri elde edilmigstir. Denklem i¢in iki ¢6ziim kiimesi halinde analitik ¢oziimler
elde edilmistir. Daha sonra Rezidual Kuvvet Serisi yontemi (RKSY) kullanilarak,
denklemin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Onerilen yontemlerin gegerliligi ve
etkinligini gostermek amaciyla, grafiksel gosterimler ve bir tablo sunulmusgtur. Bu gorsel
ve tablolar, yontemlerin teorik sonuclarini deneysel verilerle karsilastirarak dogrulamay1
amaglamaktadir. Bu sekilde, yontemlerin gercek diinya problemlerinde ne kadar etkili

oldugu daha acik bir sekilde anlagilmistir.

Uygulanan yontemlerin giiclii ve etkili oldugu gosterilmis ve cesitli dogrusal olmayan
karmasik modellerin fiziksel 6zelliklerini agiklamada 6nemli bir rol oynayabilecekleri
ortaya konmustur. Bu nedenle, bu yontemler gelecekte diger kesirli dogrusal olmayan
diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in de kullanilabilecektir. Bu calisma, gelecekteki
arastirmacilar ve uygulayicilar i¢cin bu yontemlerin faydali ve etkili bir ara¢ oldugunu

gostermektedir.
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