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LINEER VE LINEER OLMAYAN INTEGRAL DENKLEMLERIN HOMOTOPI
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OZET

Miihendislik ve fizik problemlerinde karsilagilan integral denklemlerin ve integral
denklem sistemlerinin olduk¢a fazla c¢esitlerine ve varyasyonlariyla karsilagsmak
miimkiindiir. Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in bircok yontem gelistirilmistir.

Bu calismada lineer ve lineer olmayan integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanish ve

pratik bir yontem olan Homotopi Analiz Metodunun uygulamalar1 incelenecektir.
Ayrica Mathematica programlama dili ile de bazi 6rneklerin ¢éziimleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer ve lineer olmayan integral denklem, homotopi analiz
metodu, integro-diferansiyel denklemler.



THE SOLUTION OF LINEER AND NONLINEER INTEGRAL EQUATIONS
BY HOMOTOPY ANALYSiS METHOD
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ABSTRACT

Integral equations encountered in engineering and physics problems and integral
equations rather than on the kind of system to meet with and variations are possible.
This equation was developed to solve a lot of ways.

This work fort he solution of some kind lineer and nonlineer equations, which are
usefull and practical method and the modified Homotopy Analysis Method of
aplication. Moreover, some exemples of the mathematics program, solutions are given
by Mathematica .

Keywords: Lineer and nonlineer integral equation, homotopy analysis method,
integro-differential equations.
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1.BOLUM
GIRiS

Integral denklemler igin genel bir tamm vermek miimkiin olmamakla birlikte kabaca
belirlenmek istenen bilinmeyen fonksiyonunun integral isaretinin altinda oldugu
denklemlere integral denklem denir. Bu tanim integral denklemlerin tiim cesitlerini
kapsar nitelikte bir teori olusturmamizi saglar. Bu nedenle integral denklemlerin farkli

cesitleri incelenmektedir.[27]

Integral denklemlerle ilgili calismalar 19. yiizyilda da baslamistir. ilk olarak 1823
yilinda ABEL’in mekanik problemlerini inceledigi siralarda integral denklemlere
rastladig1 bilinmekle birlikte integral denklem deyimi Du Bois REYMOND’ un 1888°de
yayinladig1 makalesinde kullanildig1 anlasilmaktadir.[13]

Integral denklemler konusu diferensiyel denklemler, operatdrler teorisi gibi matematik
konulartyla i¢ ice incelenmektedir. Fizik ve matematikteki bir ¢cok denklem adi ve kismi
diferensiyel denklem olarak ifade edilebilir. Ayrica matematiksel fizik ve uygulamali
matematikte bir ¢ok alanda integral denklemler rol oynamaktadir. Integral denklemler
incelenirken lineer cebir ve fonsiyonel analiz konularimindan da faydanilinmaktadir.
Ornegin lineer integral denklemlerin konusu igerisinde gériilen dzvektor, 6z fonksiyon

ve vektor uzaylari kavramlar1 ayn1 zamanda lineer cebirin de temel kavramlarindandir.

Integral denklemlere cesitli sekillerde rastlamak miimkiindiir. Bu cesitlilik integral
denklemlerin genel bir c¢oziimiiniin bulunmasini zorlastirmaktadir. Bu nedenle
arastirmalar her bir integral denklem ic¢in ayr1 ayr1 ¢oziim yontemleri gelistirmesi

seklinde yiiriitiilmektedir.

Bu tezde integral denklemlerin homotopi analiz metodu ile ¢6ziimii arastirilmaktadir.
Integral denklemlerin ¢oziimiinii olduk¢a kolaylastiran bu yéntem S.J. Liao tarafindan
gelistirilmistir. Metodun integral denklemlere uygulanmasinda Mathlab ve Mathematica

matematik yazilimlar1 kullanilmistir.



2. BOLUM

INTEGRAL DENKLEMLER

2.1. Tanim

Bilinmeyen fonksiyonunun integral altinda yer aldig1 denklemlere integral denklemleri

denir. Bu tip denklemlerin genel gosterimi asagidaki gibidir
b
y(®) = f(x) + A[ K(x,0)y(0)d. @.1)

Burada y(x) bilinmeyen, K(x,t) ve f(x) bilinen fonksiyonlardir. x ve t reel

degiskenler olup (a,b) araliginda degerler almaktadir. A ise sayisal bir parametredir.
2.2. Integral Denklemlerin Cesitleri

2.2.1. Fredholm integral Denklemleri

a, b ve A sabit sayilar olmak iizere;
b
a(x).y(x) = f (&) + A[K(x,0)y()dt a<xt<b 2.2)

denklemine Fredholm integral denkleminin standart formu denir. Burada K(x,t)
fonksiyonuna integral denkleminin ¢ekirdegi denir. K (x, t) ¢ekirdegi («x,t) diizleminin
bir A={a <x <b,a<t<b} karesi iizerinde tanimlanmis olup karesi ile
integrallenebilir bir fonksiyondur, yani

bb

IJKZ (x,t)dxdt =B’ < 4w (2.3)

a a

saglanacak sekilde bir B sayisi mevcuttur.



Eger (2.2) denkleminde a(x)=0 alinirsa
b
f) = A[K(x,t)y(t)dt (2.4)

denklemi elde edeilir. Elde edilen bu denkleme I. tiirden Fredholm integral denklemi

denir.

Eger (2.2) denkleminde a(x)=1 alinirsa
y(x) = f(x) + A[ K(x,t)y(t)dt 2.5)

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denkleme II. tiirden Fredholm integral denklemi
denir. Simdi Fredholm integral denklemlerini lineer olma o&zelliklerine gore

tanimlayalim.

2.2.2 Lineer Fredholm Integral Denklemi

Integral isaretinin altindaki y(t) fonksiyonunun derecesi “1” ise (2.2) denklemine

lineer Fredholm integral denklemi denir. Lineer Fredholm denklemine 6rnek olarak

y(x) = e* + A[ (& + y*)y(t)dt 2.6)

denklemi verebilir.

2.2.3 Lineer Olmayan Fredholm Integral Denklemi

Integral isareti altindaki bilinmeyen y(t) fonksiyonunun derecesi “1” den farkl ise (2.2)
denklemine lineer olmayan Fredholm integral denklemi denir. Lineer olmayan

Fredholm integral denklemine 6rnek olarak
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y(x) = e+t 4+ Afsin(x’ + )y’ ()t 2.7)
3

denklemi verebilir.

2.2.4 Volterra integral Denklemleri

A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar y(t) bilinmeyen

fonksiyonu olmak iizere
(). y(x) = (@) + A[ K (x,0)p(t)dt (2.8)

denklemine Volterra integral denklemleri denir. K(x,t) fonksiyonuna Volterra
denkleminin ¢ekirdegi denir. Integralin alt sinir1 olan “a” degerini “0” olarak secmek
genelligi bozmaz. Volterra denkleminin Fredholm integral denkleminden tek farki iist

siirinin degisken olmasidir. (2.8) denkleminde

1. a(x)=0 alinirsa

Flx) + ATK(x,t) y(t)dt =0 (2.9)

denklemi elde edilir. Buna I. tip Volterra integral denklemi denir.

2. a(x) =1 alinirsa
y(®) = f(x) + A[ K(x,0)p(0)dt (2.10)

denklemi elde edilir. Buna II. tip Volterra integral denklemi denir.

Teorem 2.1

b
L,(a, b) uzay1 J. f?(x)dx integralinin mevcut olmasi halinde [a,b] iizerinde f(x)’ in

a

kuadratik olarak integre edilebildigi uzay olmak iizere Ay{0 < x,t < a} bolgesi olsun.



K(x,t) gekirdegi L,(A,) uzayma f(x) fonksiyonu L, (0, a) uzayina ait olan ikinci tip
Volterra integral denkleminin L, (0, a) uzayinda bir ve yalmz bir tek ¢oziimii vardir.
Volterra integral denkleminde ¢6ziimiin varhigi ve tekligi f(x) ve K («, t) fonksiyonlari
tizerine yiiklenen siirekli olma kosulundan daha genel varsayimlar altinda gerceklesir.

Daha detayl bilgi i¢in Krasnov, Kiselev ve Makeronko [1] incelenebilir.
Ornek 2.1

y +xy +y=0
ile verilen diferansiyel denklemi

y(0)=1, y(0)=0

baslangi¢ kosullarini dikkate alarak bir integral denklem olusturalim

d’y B
2 = @(x) (2.11)

yazalim. Bu taktirde

dy ¢ T
2= [pdt+y' = [po)dr,
dx 3 4

x (2.12)
y= I(x —-He(t)dt+1

0

olur. (2.11) ve (2.12) ifadeleri, verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa
P(x)+ I(p(t)dt + j (x—0)p(H)dt+1=0
0 0

p(x) =—1- [ 2x-0)p()dt

Volterra integral denklemi sonucuna ulasilir.



2.2.5 Lineer Volterra integral Denklemleri
Integral isaretinin altindaki bilinmeyen y(t) fonksiyonunun derecesi “1” ise lineer
Voltera integral denklemi olarak adlandirilir. Lineer Volterra integral denkleme 6rnek

olarak
y(x) = 2% + /Ije”’y(t)dt (2.13)
0
denklemi verilebilir.

2.2.6 Lineer Olmayan Volterra integral Denklemi

Integral isaretinin altindaki bilinmeyen y(t) fonksiyonunun derecesi “1” den farkl: ise
lineer olmayan Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Lineer olmayan Volterra

integral denkleme 6rnek olarak

y(x) =1+ Ajzyz(t)dt (2.14)

denklemi verilebilir. Simdi Volterra integral denklemlerine birka¢ 6rnek verelim
Ornek 2.2

@o(x) = 0 baslangi¢c kosulunu kullanarak
px)=1+ j(p(z)dz
0
integral denklemini ¢6zelim. ¢,(x) = 0 dan dolay1 ¢, (x) = 0 olacak ve
Pa(x) =1+ Ildt =1+x
0

X 2
p3(x) =1+ j(l+t)dt=l+x+%
0 !



2 3

r t X X
p3;(x) =1+ .([(1+t+?)dt—1+x+5+§

\%

2 3 n—1
X

<pn(x):1+x+x—+x—+...+
20 3! (n=1)!

olarak bulunur.

00 n

@n(x) fonksiyonu, Z

0

=¢"serisinin n nci kismi toplamidir ve

limg, (x) = e* olacaktir. Bu da integral denkleminin bir ¢oziimiidiir.
n—-oo

Ornek 2.3
1
o(x) =22+ A j e y(t)dt
0
Fredholm integral denklemini ¢6zelim.
1 1
o) =2+ e [y(n)dt,  [y(0)dt = c denilirse
0 0

p(x) = x% + e *c

olur. Simdi her iki tarafin [0,1] araliginda integrali alinirsa
1 1 1
j o(x)dx = j d(x) + cije‘xdx
0 0 0

bulunur.

1

1
=——cAe™
c 3 cA(e™)

0

olarak alinirsa,

dolayistyla



c= g— cMet-1)
elde edilir. Burada

(1—/1(e1—1))c=%

(1-Aet=1))#0

e .
=—18€

Yani A # -
e -1 1l-e

c=§@—z@*—n)

oo e—A(l-e)
3e

bulunur ve integral denkleminin ¢oziimii

e—A(l—-e) ho—7

e

p(x) =27 +

olur.

2.3 Integro-Diferansiyel Denklemler
Volterra, 1900’1 yillarin baginda niifus biiyiimesini arastirirken yeni bir denklem ortaya
cikarmustir. Bilinmeyen u(x) denklemi esitligin bir tarafinda tiirevli olarak, diger

tarafinda integral isaretinin i¢inde bulunur. Bilim adamlar1 ve arastirmacilar 1s1 transferi,
genel difiizyon siireci, notron difizyonu ve iireme oranlarinin artis ve azalisiyla
biyolojik tiirlerin bir arada varligi gibi bircok bilim uygulamalar iizerinde integro

diferansiyel denklemleri arastirdilar.

Integro-diferensiyel denklemlerde bilinmeyen u(x) fonksiyonu veya tiirevleri integral
isaretinin altinda, diger u(x) fonksiyonu tiirevi ise integral isareti diginda bulunur.

Integro-diferansiyel denklemler Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemler



olarak ikiye ayrilir. Bu ayrim integrasyon limitlerine gore yapilir. Asagida bu konuyla

ilgili 6rnekler verilmistir.
1. u'(x)=—-x+ ﬂj(x— Hu(t)det, u(0)=0, u'(0) =1
0
2. u'(x) :—sinx—1+ju(t)dt, u(0)=1
0
1 1
3. u'(x)= 1—§x+jxtu(t)dt, u(0)=1
0

4. u'(x)=e —x+ szu'(t)dt, u(0)=1, u'(0)=1
5. u”(x):—x—%+j(x—t)u2(t)dt, u(0)=1, u'(0)=1
6. u'(x)=1 —%xz + .([xtu3(t)dt, u(0)=1

Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemler integral denklemlerde oldugu gibi

lineer olma ozelligine gore de ikiye ayrilir. Bu ayrim integral isareti altindaki
bilinmeyen u"(¢f) fonsiyonunun derecesine gore yapilir. Integral isareti altindaki
bilinmeyen u" () fonksiyonunun derecesi “1” ise lineer Fredholm integro-diferansiyel

denklemi ve lineer Volterra integro-diferansiyel denklem u"(¢) fonksiyonunun derecesi

n>2 ise lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel denklem ve lineer olmayan

Volterra integro-diferansiyel denklemi elde edilir.[27]

1, 2, 3, 4 ile verilen denklemler lineer olup, 5 ve 6 ile verilen denklemler ise lineer

olmayan Fredholm, Volterra integro-diferansiyel denklemlerdir.



3.BOLUM

HOMOTOPIi ANALIiZ METODU

Bu boliimde, Homotopi analiz metodu (HAM) tanmitilacaktir. HAM Liao tarafindan
cesitli lineer ve lineer olmayan problemleri analiz etmek i¢in gelistirilmistir. Bu teknik
son yiizyilda birgok lineer ve lineer olmayan problem igin uygulanmistir. Lineer
olmayan diferansiyel ve integral denklemler bilim ve miihendisligin sivi dinamigi, kati
alan, plazma alani, matematiksel biyoloji, kimyasal kinetik, jeofizik, elektrik ve
manyetik kinetik gaz teorisi, quantum mekanigi, matematiksel ekonomi gibi bircok

alaninda karsimiza ¢ikmaktadir.

HAM, ilk olarak lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denkleminin en yakin
¢Oziimiinlii vermesiyle basariyla kabul edildi. Lineer olmayan problemlerin analitik
coziimlerini elde etmek genelde zordur. Yari analitik yontemlerde, ¢6ziim serilerinin
yakinsaklik bolgesi ¢ogu zaman fiziksel parametrelere baglidir. Bu yar1 analitik
yaklagimlar, lineer olmayan denklemlerde ¢ogu zaman basarisiz sonuglar verir.[11] Bu
tip problemlerin ¢6ziimleri i¢in daha dnceki tekniklerden farkli olarak, ¢6ziim serilerinin
yakinsaklik bolgesini ve hizini kontrol etme imkani saglayan “Homotopi Analiz Metodu
(HAM)” 1992°de Liao tarafindan verilmistir. Bu metot ayn1 zamanda, Adomian ayrigim
metodu, Lyapunov kiicliik yapay parametre metodu, § -ac¢ilim metodu gibi 6nceden
verilmig pertiirbatif olmayan metotlarin genel halidir.[9] Yani, Onceki metotlarin
genellestirilmis veya birlestirilmis bir teorisi olarak diisiiniilebilir. Homotopi analiz
metodu, farkli tipteki lineer olmayan denklemlerin seri ¢dziimlerini elde etmek i¢in
kullanilan genel bir yari analitik yaklasimdir. Bu metot cebirsel denklemlerin, adi
diferansiyel denklemlerin, integro-diferansiyel denklemlerin vb. ¢oziimlerini bulmak
icin kullanilir. Pertlirbasyon metotlarinin aksine, homotopi analiz metodu kii¢iik ve
biiylik fiziksel parametrelerden bagimsizdir ve metodun uygulanmasi i¢in problemin
kiigiik ve biiylik fiziksel parametre igerip icermedigi Onemli degildir. Biitiin
pertiirbasyon metotlarindan ve klasik pertiirbatif olmayan metotlardan farkli olarak,

homotopi analiz metodu, ¢6ziim serilerinin yakinsaklik bolgesini kontrol etme imkani
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saglar.[10] Homotopi analiz metodu, homotopi pertiirbasyon metoduna benzer bigimde,
topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopiyi kullanir. Bu metotta da ele
alman denklemin baglangi¢ yaklagimindan tam ¢oziimiine gotiiren siirekli bir doniisiim
olusturulur. Bu tip bir siirekli doniisiimii olugturmak i¢in bir yardimei lineer operator
secilir. Bulunan ¢6ziim serisinin yakinsakligini garantilemek icin bir yardimci
parametre kullanilir. Bu metot, baslangi¢c yaklasimi ve yardimci lineer operatdrlerin

seciminde serbestlik saglar.

Ornegin asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi gdz dniine alalim;

fx)=0 (3.1

%g, x’in bir baglangi¢ yaklagimi ve ¢g€[0,1] homotopi paremetresi olmak iizere;

Hlx;ql = (1 = If (%) — f(xo)] + qf (%) (3.2)

homotopisi kurulsun. g=0 ve g=1 iken,

H[x; 0] = f(x) — f(xo) ve H[x;1] = f(x) (3.3)
elde edilir. ¢ parametresi 0’dan 1’ e degistikce, H[x; q] homotopisi siirekli olarak

f(x) = f(xp)'dan f(x)’e degisir. Boyle siirekli degisim, topolojide deformasyon

olarak adlandirilir. H[x; q]=0 alinarak

A-=lf&x) = fx)] +af(x) =0 G4

cebirsel denklemlerin bir ailesi bulunur. Bu cebirsel denklemler ailesinin bir ¢éziimii,

homotopi parametresi ¢’ya baglidir. Bu yiizden denklemlerin ailesi

A= )lf [¢(@D] = f(x)] + af (¢(g)) =0 (3.5)

biciminde tekrar yazilabilir. g=0 iken,
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flo(@] — f(xo) = 0; g=0 (3.6)

bulunur.

Bu denklemin ¢ozimii ¢(0) = x, dir. g=1 iken f[¢p(q)] =0 ; g=1 denklemi
baslangicta alinan cebirsel denklem f(x) = 0 ile tam olarak aynidir. Buradan ¢p(1) = x
elde edilir. Yani homotopi parametresi ¢, 0’dan 1’e degistikce, ¢p(q) nun degeri
baslangi¢ yaklasimi x,’dan f(x) =0 denklemin ¢oziimii olan x e degisir. (3.1.1)
tipindeki denklemlerin ailesine sifirinc1 derece deformasyon denklemi denir. Bu da
homotopi pertiirbasyon denkleminde homotopiye denktir. Homotopi pertiirbasyon
metodu bu noktadan sonra farklilik gostermeye baslar. Burada ¢(q), homotopi
paremetresi g nun bir fonksiyonu oldugu i¢in pertiirbasyon serisi yerine Taylor serisine

acilarak ifade edilir. Boylece ¢p(0) = x, olmak tizere

pos) =x,+ 3 xg' 3.7)

bulunur. (3.7) serisinde x,

_13'%(q)

T o =D, (9)

q=0

bicimindedir.[28] Simdi Asagidaki lineer olmayan denklemi ele alalim;
u(x)= f(x)+1 j K(x, " (t)dt (3.8)
0

Bu denklemde, K(x,t)denkleminin gekirdegi, f(x) analitik fonksiyon, ve u(x)
bagimsiz degisken x in bilinmeyen fonsiyonudur. u,(x), u (x) ¢dziimiiniin baslangi¢

tahmini oldugunu kabul edilsin. A0 yakinsama kontrol parametresi, yardimci

gorevdeki H (x) # 0ve yardimci lineer operator L homotopi analiz metodunu yakinsama
bolgesini ¢oziim i¢in kontrol etmede ve ayarlamada 6nemli bir rol oynar. Liao, g € [O,l]

gdmme parametresini sifirinct mertebeden deformasyon denklemini

(1= q)L[$(x;q) 1y (x)] = ghH ()N [$(x;9)] (3.9)
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olusturmak i¢in kurmustur. [20] Burada
d t n
Nges9)]=—- S =A[ K(x,0)u" (t)dt (3.10)
0

verilsin. ¢=0 oldugunda sifirinct mertebeden deformasyon denklemi (2.2),
#(x;0) =u,(x) olur ve g=1 oldugunda ise sifirinct mertebeden deformasyon denklemi
(2.2), L[(Iﬁ(x;l)] =0 olur. ¢, 0’dan 1’e arttiginda ¢@(x;q) nun ¢oziimii ilk tahmin olan
u,(x) e gore farklilik gosterir ve u(x) olur. Bu durumda, [¢(x; l)] (2.1) lineer olmayan
denklemin kesin ¢oziimiidir. ¢(x;q)’yu g ’ya goére Taylor serisine gore acilirsa,

yardimct lineer operator, ilk tahmin fonksiyonu, 7% yardimci parametresi sonradan

belirlenecektir. @(x;q) nun kuvvet serisi g=1’e yakinsadiginda, asagidaki ¢ozliim serisi

u(x):uo(x)+ium(x) (3.11)

elde edilir. Burada u, (x) terimleri, yiiksek mertebeden deformasyon denklemi ile tespit
edilir. Simdi

U= {uo(x),u1 (x),...,um(x)} (3.12)

vektorii tanimlansin ve (2.2) denklemini gdbmme parametresine gore m kere tiirevi

alimirsa ve g=0 alinarak m! bdliiniirse m. mertebeden deformasyon denklemi
L [um (x) - xmum—l (X)] = hH(x)Rm (um—l H x) (3 . 1 3)

olarak elde edilir. Burada

0, m<1,
Am = (3.14)
1, m>1

veE

1 0"'N[p(x9)]|
(m—1)! og"!

R, (4, ,x)= (3.15)
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dir. 1Ilk ¢dziim ifadesi ve katsay1 ergodiklik kuralna uymak igin, ilgili ve yardimei

gorevler benzersiz sekilde H (x) =1 olarak belirlenir.[9]

Verilen herhangi bir dogrusal olmayan N operatorii ve R (u, ,,x)terimi, (2.12) ile

m—-12
kolayca ifade edilebilir. Bu sayede (2.9) yiliksek mertebeden lineer deformasyon

denklemi ile u,(x),u,(x),... elde edilir. m. mertebeden u(x) yaklasimi

V(x)=U(x) = Zu (x) (3.16)

olarak bulunur. onceki yakin ¢6ziim # ’yi icermektedir. 7 yakinsama serisini hizlica
belirlemede HAM’ daki kose taslarindandir. [2.12] ¢dziim serisi oranint ve yakinsama

bolgesini kontrol edip ayarlamamiza 7 yardimci parametresi sayesinde yapilabilir. 7 °mn
gecerli bolgesini elde etmek icin dncelikle 7' (0), V' (0) veya ¥ (1), V' (1) ve dahas1 %
egrilerini planlariz. Bu 7 egrilerine gore, 7 nin gegerli bolgesini kolayca

kanitlayabiliriz. 7 neredeyse yatay eksene paralel dogrulara karsilik gelir.

3.1 Sifirinc1 Mertebeden Deformasyon Denklemi

V, (t) R V(t) nin bir baslangi¢ tahminini gostersin, yani,
VO(O):O. (3.17)

baslangic kosulunu saglar. qe[O, 1] bir parametre olsun. Homotopi analiz metodu
V(t) - ¢(t;q) stirekli eslemesinin bir ¢esidine dayanir dyle ki parametre ¢, 0 dan 1 e
arttikga, ¢(#;¢), baslangic tahmini V;(¢) den tam ¢dziim V(¢) ye gider. Bunu

saglamak i¢in, bir yardime1 lineer operatorii

L[‘/ﬁ(t;q)]:%(f)aqj(gt;q) +7,(1)4(:9) (3.18)

seklinde segelim. Burada y,(¢)#0 ve ,(7) daha sonra belirlenecek reel

fonksiyonlardir.

Vi) +Vi () =1, t>0 (3.19)
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denkleminden, asagidaki lineer olmayan operatorii tanimliyoruz

oogl(t; 5
N[g(q)]= ¢g¢ q)+¢ (t:9)-1. (3.20)

h#0 ve H (t);tO sirastyla yardimci parametre ve yardimci fonksiyonu gostersin.

Parametre g € [O,l] ‘1 kullanarak,

$(0,4)=0 (3.21)
baslangi¢ kosuluna bagli olarak

(1-q)L{ ¢(1:q)-V,(t)]|=hqH()N|#(t:q)] (3.22)
denklemlerinin bir ailesini kuruyoruz.

Yardime1r parametre 7, yardimci fonksiyon H (t), baslangic yaklagimi Vo(t) ve

yardimei lineer operator L ’yi segmek i¢in biiylik 6zgiirliige sahibiz. Bu 6zgiirliikk daha
sonra gosterildigi gibi, homotopi analiz metodunun gecerliliginin ve esnekliginin kdse

tagini kurar ve 6nemli roller oynar.

q =0 iken, denklem (3.22)
$(0;0)=0 (3.23)
olur. Baslangi¢ kosuluna bagli olarak
L[ 4(1:0)-V,(t)]=0, =0 (3.24)

olur.

(3.17) ve (3.18) denklemlerine gore, (3.23) ve (3.24) denklemlerinin ¢ozliimii

basit olarak
#(1,0)=7,(t) (3.25)

dir. g =1 iken, denklem (3.22) den
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$(0;1)=0 (3.26)
baslangig kosuluna bagli olarak

nH(t)N[¢(r:1)]=0, 120, (3.27)
olur.

h#0, H(t)#0 iken ve (3.20) tammum ile, (3.26) ve (3.27) denklemleri (3.17) ve

(3.19) denklemlerinin kendisine estir,
$(:1)=V (1) (3.28)
saglanir.

Boylece (3.25) ve (3.28) denklemlerine gore, ¢(t;q) parametre ¢, 0’dan 1'e arttikca
V,(#) baslangi¢ tahmininden tam ¢oziim ¥ (¢)’ye gider. Topolojide varyasyonun bu
¢esidi deformasyon olarak adlandirilir, ayrica (3.21) ve (3.22) denklemleri ¢(z;¢)

homotopisini kurar. Kisaca, (3.21) ve (3.22) denklemleri sifirinci mertebeden

deformasyon denklemleri olarak adlandirilirlar.

Yardime1 parametre 7, yardimer fonksiyon H (), baslangie yaklasimi V,(7) ve
yardimei lineer operator L ‘yi se¢mek i¢in 6zgiirliige sahip olarak, 0 < ¢ <1 i¢in (3.21)
ve (3.22) sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemlerinin ¢(t;q) ¢Oziimiiniin mevcut

olmasi i¢in, onlarin tiimiiniin uygun bir sekilde se¢ildigini varsayabiliriz ve parametre g

ile ilgili olarak m’inci mertebeden tiirevinden bagka yani,

v (e) = W (3.29)
q

q=0

mevcuttur burada m=1,2,3,...”dir. Kisaca, I/O[m](t) m’inci mertebeden deformasyon

tirevi olarak adlandirilir.

[m] moal.
% (Z)zVO (l‘)_ia ¢(I,Q)| . (3.30)




17

Taylor teoremi ile ¢(t;q) asagidaki gibi yardimci parametre ¢ nun bir kuvvet serisinde

acilabilir:

= 1 0"g(t;
#(t:q)=4(1,0)+ _%% q". (3.31)

(3.25) ve (3.30) denklemlerinden, yukaridaki kuvvet serisi

+00

#(t:q9)=V, () + 2V, (1)a" (3.32)

m=1
olur.

Yardimer parametre 7, yardimci fonksiyon H (t), baslangic yaklagimi K)(t) ve

yardime1 lineer operatér L 'nin dyle uygun bir sekilde secildigini varsayalim ki (3.32)

serileri ¢ =1 de yakinsak olsun. O zaman, ¢ =1 de (3.32) serisi

#(1) =V, (1)+ 37, (1) (3.33)

m=1

olur. Boylece, (3.28) denklemini kullanarak,
V(e)=V,(6)+ D V.. (2) (3.34)

elde ederiz.

Yukaridaki ifade su ana kadar bilinmeyen baslangi¢ tahmini ¥, (¢) ve tam ¢oziim V' (¢)

arasindaki iligkiyi ¥, () (m=1,2,3,...) terimleri vasitasiyla veriyor.

3.2 Yiiksek Mertebeden Deformasyon Denklemi

ZEAONAURAGRENAG]

vektorii tanimlansin. (3.30) tanimimna gore hakim olunan denklem ve V), (t) nin

baslangi¢ kosulu (3.21) ve (3.22) sifirinct mertebeden deformasyon denklemlerinden
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cikarlabilir. (3.21) ve (3.22) denklemlerini ¢ parametresine bagli olarak m kez

diferansiyelleyerek sonra ¢ =0 alarak ve son olarak m! ile bolerek,
V,(0)=0, (3.35)
baslangi¢ kosuluna bagli olarak

L[V, ()= 2, (8)| =R H ()R, (V) . (3.36)
m’inci mertebeden deformasyon denklemini elde ederiz. Burada

1 a’”‘lN[cD(z;q)]

R, (Vi)= R Lzo (3.37)
ve
0 m<l,
K = {1 I (3.38)
dir. (3.20) ve (3.38) denklemlerinden
R, (Vus) =V (1) + SV (W (1) -(-x,) (3.39)

/=0

ifadesini elde edilir.

Yukaridaki ifade ile verilen R, (mel) ’in sadece

ifadesine bagli olduguna dikkat edilmelidir bunlar (3.35) ve (3.36) m’inci mertebeden
deformasyon denklemlerini ¢dzerken bulunur. Boylece yardimei operatdr L “nin (3.18)
tanimina gore (3.36) denklemi (3.35) lineer baslangic kosuluna bagl bir lineer birinci

mertebeden diferansiyel denklemidir. Bundan dolay1 (3.35) ve (3.36) yiiksek

mertebeden deformasyon denklemlerinin V, (t) ¢Oziimii 6zellikle Mathematica, Maple,

Matlab gibi hesaplama yazilimlar1 yardimiyla kolaylikla elde edilebilir.
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V() nin m’inci mertebeden yaklagimi

ile verilir.

m=+o0

(3.40)

Teorem 3.1 Eger seri u,(x)+ Z u,(x) islemiyle u(x)fonksiyonuna yakinsarsa,

m=1

u, (x) yiiksek mertebeden deformasyon

Z/tm (x) - xmum—l (x) = CORm (;tm—l 2 x)

ile

3 0, m<l1,

o211 ms1,
ve
B 1 0"'N[4(x; p)
Rm (um—l 4 x) = | [ m—1 ] |
(m-1)! o L=o

8’"1N{ 2 u,(x)p" }
_ n=0
~(m-1)! op"!

p=0

denklemleri kullanilarak bulunur. Bu u(x) integralinin tam sonucudur.

Ispat: Simdi teoremi ispat etmek igin

m | p=0

o= a’"N[Z,gO u,()p"]

m=+o0

(3.41)

tanimlanirsa ve burada N operatoriiniin daraldigini diisiinelim. Simdi eger Z H, (x)

m=1
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serisi  u(x)e yaklasirsa _Z H, (x) serisi N [u(x)] e yaklasir. Simdi _z u,(x)
m=1 m=l1
yaklagimindan
limu, (x)=0, a<x<b (3.42)
3 0, m<1,
=, m>1

tanimini kullanarak

n

D [, () = 3,1, (0] = 1y () + [, (30) =20, () |+ 10 () = 1, () ] + ..

m=1

+u, () —u,, (x)] = u,(x)

elde edilir. Bu denklem (3.41)’den

n

2[4, ()= x,u, ()] = limu, (x) = 0 (3.43)

m=1

elde edilir. Simdi (3.42) ve
u,(x)—x,u, (x)=c,R, (1, X)

dan
hi [Rm (u, ,, x)] = io [um (xX)—x,u, (x)] =0 (3.44)

m=1

elde ederiz. 7= 0 alinirsa (3.44) dan

+00

Y[R, (G, ,x)]=0 (3.45)

m=1

bulunur. Simdi (3.45) denklemini devam ettirirsek
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[, ()= (1=x,) f(x)

k=+o0

SR,y 0] = "IN { ACY }

f 1
= - j K@) Ll O]+ o

by ()~ (1=2,)f ()~ [ KCeO[ L[u, (0] + H,, (r)]dr}

+

Il
M

1

[, )]~/ ()~ K(x,z){L[fuml <r)} £, (r)}dz

M

1

[, ()] - f(0) - K(x,t)[L[fum(t)}me (t) ydt

3
I

4

3

=u(x)— f(x)— j K(x,0)[ L{u(®)]+ N [u(t)] ] dt (3.46)

m=+w m=+0

elde edilir. Yukaridaki denklemde L lineer operatorii ve Z u,(x)ve Z H, (x)serileri

m=0 m=0

u(x) ve N[u(x)]yaklasir. Simdi (3.45) ve (3.46)’yi kullanarak

u(x)— f(x) —IK(x,t) [ L[u(®)]+ N[u(®)]]dt (3.47)
elde edilir. Bundan dolay1 u(x) Fredholm integral denklemi
u(x) = f(x)+ IK(x,t)[L [u(®)]+ N [u()]]dt

Fredholm integral denklemi tam ¢6ziimiidiir. Bu da ispat1 tamamlar.



4. BOLUM

UYGULAMALAR

Bu boliimde, Fredholm ve Volterra ikinci tiir integral denklemlerinin lineer ve lineer

olmayan 5 6rneginin HAM ile ¢oziimlerini inceleyecegiz.
Ornek 4.1

u(x) =vx - j;&u(z)dz (@.1)
Lineer Fredholm integral denklemini alalim[32] Bu problemin tam ¢éziimii ,

u(x) = %& 4.2)

dir. Kolaylik i¢in ilk yaklasim olarak u,(x)=0 1 se¢ilir ve N [(o(x; p)] ‘nin asagidaki
gibi agiklanabilmesi i¢in
L ONIY ()]

Hm(x)=% op

| p=0

denklemi gereklidir. Buradan

N[o(x: p)] = p(x: p) ~x + [ Nt p(t: p)

elde edilir. Simdi

1 0"'N[g(x; p)]

R (u, ,x)=

(m=-Dt " |
8mlN|: :Z un (x)pnj|
_ n=0
 (m-1)! op"!

p=0
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denklemine doniisiir. Burada

n=+w

, 1 0 I u,(x0p" |
" ~(m-1)! o™ p=e

= 1, (x)— (1=x, Wx + '[01 Jxtu, (t)dt
olur. m nci mertebeden deformasyon denklemi asagidaki gibidir.

1, (X) = 3,2, () + il (0) (1=, W+ [ N, (1)dr]

u,(x)=0 segerek (4.3) denklemiyle ardisik olarak u (x), i=1, 2, 3,...

elde edilir

(%, 1) = 1y () + 4, (x) = ~hx

u, (x,h) = —%h(4+3h)«/§
uy(x,72) = —%h(4+6h+3h2)\/;

u, (x,h) = —éh(32+72h+72h2 + 270 )

(4.3)

asagidaki gibi

M
Burada uygun bir % yakinsama parametresi secilerek u,, (x) = Zum (x) toplamu elde

m=0

edilir ki bu olasi analitik ¢oziimdiir.
M

u(x)=U,, (x,h) =u,(x)+ ZMm (%)
m=1

7’ uygun araligina bulmak igin,
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=10

Sekil 1: 7 egrisinin grafigi

Sekil 1 deki u'(1,7) ile 7z egrisini ¢izeriz.

Uy (x)= Z:=o u, (x)

Yaklasik ¢6zlimiiniin hata fonksiyonu
2
Uy (0= x]

ile gosterilir. Hata fonksiyonun grafigini

=0.5

Burada 7 [-1.2,-0.1] seklinde elde edilir.

ise asagidaki gibi ¢izeriz.

$.x10°0}
2.x10°10 L
Error o :‘L ...............
&
-2.x10"10 L ~
S
S
~a.x10°10 | e
1 i i L i ."1 i 1 i
0.0 02 0.4 0.6 08 10
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Ornek 4.2
Asagidaki lineer Fredholm integral denklemini ele alalim.[32]

u(x)=x+ J:ll xtu(t)dt (4.4)

Bu problemin tam ¢6ziimii
u(x)=3x

dir. Simdi kolaylik i¢in ilk yaklasim olarak u, (x)=0 1 seg¢ilir. Buradan m nci

mertebeden deformasyon denklemi asagidaki gibidir.
um (-x) - xmum—l (x) = h[um—l (x) - (]' - xm )x - J:ll xrum—l (t)dt] (45)

Baslangi¢ yaklasimi u, (x)=0 segerek ve

u, (x)y=xu, (x)+hfu, (x)—(1-x,)x— J-_ll xtu, (¢)dt]

denklemini kullanarak mathematica yardimiyla wu,(x,%) i=1,2,... asagidaki gibi elde

edilir.

u,(x,h)=—hx

1wy (x,1) = —%h(6+h)x
1wy (x, 1) = —éh(27+9h+h2)x
u,(x,h) = —%h(108+54h+12h2 +1)x

u (x,h) = —ih(405 +270h+90R> +157° + h*)x
’ 81



26

Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi segilerek

edilir ki bu olasi1 analitik ¢oziimdiir.
M

u(x) = U, (x, 1) =y (xX) + D, (x)
m=1

7’ uygun araligia bulmak i¢in,

M
u, (x)= Z u,(x) toplami elde

m=0

6

LN N S s B S e e me e e e e e aee s e B e e
k-

-6 -5 -4 -3 -2

Sekil 2: 7 egrisinin grafigi

Sekil 2 deki u'(0,7) # egrisini ¢izeriz. Burada 7 [-5,-1] seklinde elde edilir.

Uy ()= 1, (%)
Yaklasik ¢6ziimiiniin hata fonksiyonu

| Uy (%)= 3x|

ile gosterilir. Hata fonksiyonun grafigini ise asagidaki gibi ¢izeriz



2.%x10°0

1.x10°% |

Erroro

-1.x10°%

-2.x10°6

Ornek 4.3

Asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini ele alalim [32]

27

=30

=20

=10 0

2

u(x) zgx—l+%j-(t—x)u2(t)dt

Bu problemin tam ¢6ziimii

dir. Kolaylik i¢in u,(x)=0 seg¢ilir. Buradan , m nci mertebeden deformasyon denklemi

u(x)=2x

asagidaki gibidir

ty (0) = 10, () = e, (x)— (1 - x,,,)<§x —%)

—%Ll (=), (O, (D)dr]

baslangic yaklasimi u,(x) = 0 secerek ve
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() = 1, () + (x)—(l—x»(%x—%)

—%ﬂ (=), (O, (0)dr]

denklemini kullanarak mathematica yardimiyla wu,(x,%) i=1,2,... asagidaki gibi elde

edilir.

uy (6, 71) = h(% —87)‘)

u, (x,1) = —%h(2+ 1)(=3+16x)

uy(x, ) = —4;—271(216(—3 +16x) +216A(=3 +16x) + 1> (3 +874x))

u, (x, 1) = —4;—27&(288(—3 +16x) +4327(=3 +16x) + 71° (441 + 318x) + 47> (3 + 874x))

M
Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi secilerek u,,(x) = Zum (x) toplami elde

m=0

edilir ki bu olasi analitik ¢oziimdiir.
M

u(x) = U, (x, 1) =uy(x)+ Y u, (x)
m=1

7’ uygun araligina bulmak igin,
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P — — v .
r E: -
uf— R COCr T PP PP T T T TR -
=15 =10 =0.5 0.0

h

Sekil 3: 7 egrisinin grafigi

Sekil 3 deki u(0,7%) veu'(0,7) ile % egrisini ¢izeriz. Burada % [-1.2,0.2] seklinde elde

edilir.
Uy ()= 1, (%)
Yaklasik ¢6zlimiiniin hata fonksiyonu
| Uy () = 2x|

ile gosterilir. Hata fonksiyonun grafigini ise asagidaki gibi ¢izeriz.

zlxm'ﬁ.”rT.,....,r_”,'..,,”._”..',i
1.x 1078 h
Ermru:-‘ i ._ WO——
-1.x10°8 ' B “‘~._‘* _ _
YT | P S TP N S :

-30 -20 -10 0 10 20 30
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Ornek 4.4

Asagidaki lineer Fredholm integral denklemini ele alalim

u(x)=sinx+x— | xtu(t)dt

S Uk

bu problemin tam ¢éziimii
u(x)=sinx
dir. Simdi bu problemin m nci mertebeden deformasyon denklemi asagidaki gibidir.

1, (X) =%, 14, () = il () = (1=, )(sin x+ ) + [ 2 xtu,,_ (1)dlt]
Baslangi¢ yaklasimi u,(x )=0 segerek ve

u,(x)=x,u, (x)+nu, (x)—1-x,)(sinx+x)+ J? xtu, ,(t)dt]

denklemini kullanarak mathematica yardimiyla u, (x,%) i=1,2,... asagidaki gibi elde
edilir

u,(x,h) =—h(x+sinx)

u, (x, 1) = —% (48 + h(48 + 7°))x + 24(2 + 1) sin x)

uy(x, ) = —%h(l728+72h(48 + )+ R (17284 720> + 7°))x — h(3+ 3k + 1) sin x

M
Burada uygun bir % yakinsama parametresi secilerek u,, (x)= Zum (x) toplami elde

m=0

edilir ki bu olas1 analitik ¢oztiimdiir.
M

u(x) = U, (x, 1) = 1, (x) + ), (x)
m=1

A ’1n uygun araligina bulmak igin,
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--
''''''''''''''''''''''''''''''''''

-20 =13 -1.0 =0.5

Sekil 4: 7 egrisinin grafigi

Sekil 4 deki u(0,7) veu'(0,/) ile 7 egrisini ¢izeriz. Burada 7 [-0.8,-0.1] seklinde elde

edilir.
Uy ()= 1, (%)

Yaklasik ¢6zlimiiniin hata fonksiyonu
|U,, (x)—sinx]|

ile gosterilir. Hata fonksiyonun grafigini ise asagidaki gibi ¢izeriz.

..l }( T T E ]
¢.x10° / '
L/ V. .
2.x107% | B
t / X ]
L L —
Erroro| <& ]
-2.x10°6 } X 1
-4.x10°0} 1

0.0 0.5 1.0 L3
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Ornek 4.5

Asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini ele alalim.[32]
Cinaa Zxe [
u(x) =sinx-+x jo xu’ (t)dt 4.7

Bu problemin tam ¢6ziimii
u( x)=sinx

dir. Ik yaklagim olarak u, (x)=0 segilir. Bu problem igin m nci mertebeden

deformasyon denklemi asagidaki gibi elde edilir.

u, (x)—x,u, (x)=hlu, (x)—(1-x,)(sinx+ % X)+ J? x(ni u;(Du,,_, (0))dt] (4.8)

baslangic yaklasimi u, (x )=0 secerek ve

u (X)=xu_(x)+Hu _ (x)—(1-x )sinx +%x) + joz x(z';:; u,(Du,, . ()dr]

denklemini kullanarak mathematica yardimiyla u, (x,%) i=1,2,... asagidaki gibi elde

ederiz.
u,(x,h)= —%h(ﬂx +4sin x)
u,(x,h)=— % n(2+h)(rx+4sinx)

uy(x,h) = —ﬁhx(—288—288h+h2(192+7z4))x—h(3+3h+h2)sinx

M
Burada uygun bir %yakinsama parametresi secilerek u,, (x)= Zum (x) toplami elde

m=0

edilir ki bu olas1 analitik ¢oztiimdiir.

u(x)=U,,(x,h) =u,(x)+ ium(x)
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A ’1n uygun araligina bulmak igin,

4+ -
2- =
[ il ™

D— -
ok i
iy = -
.lldlllal.lltlll L a1 2 4 2 a2 0 3 2 2 . 1
=0.5 -04 =0.3 =04 =0.1 0.0 0.1

Sekil 5: 7 egrisinin grafigi

Sekil 5 deki u'(0,7) ile 7 egrisini ¢izeriz. Burada 7 [-0.3,0.05] seklinde elde edilir.

U, (x) = Z u, (x)

Yaklasik ¢6zlimiiniin hata fonksiyonu
|U,, (x)—sinx]|
ile gosterilir.

Hata fonksiyonun grafigini ise asagidaki gibi ¢izeriz.

T T . T

0.004 | 1
0.002 ]
Error o.ooo

-0.002

-0.004
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Ornek 4.6

u(x) =x —iz jo Jxtu(x)dt

X

Volterra integral denkleminin tam sonucu agagidaki

u(x)= g\/;

3

dir.[31] u,(x) =0 gegerli en yakin tahmin olarak se¢elim ve

Nlp(x; P = p(x; p) = ()= [ K (6,0 Lg(t; p)]+ N[ p(t; p)] ] dt

0

denklemini tanimlayabilmek i¢in N[¢(x; p)] alalim.

NIp(s pY) = (s p) —x 4= [ ato(s pha

Simdi
am—lN < n
) 1 0"'N]o(p)] I {Z;‘” (x)p }
Rm (um—l o x) = -1 = -1
(m-1)! " ‘,,:o (m—1)! op”
=0

denklemi ve

u (x)= LM‘ .m=0,12...

m! op" '

taniminin yardimiyla
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_ 1 8"'N[o(x;p)
Rm (um—l 4 ‘x) = (m _ 1)' a[[)ml ]|

‘p=0

a’“N{iunmp"}

n=0

~m-1)! op™

p=0
1 px
=1, ,(x)~(1—x)x +— jo Jxtu, (1)t
X
haline gelir. Bundan dolay1,
u, (x)—x,u, (x)=c,R, (;tm_l ,X)

yiiksek mertebeden deformasyon denklemi asagidaki gibidir.
1 ¢x
u ()—-xu_(x)=c, {um_l (x)—(1—x Wx + = [ V., (t)dt}
u,(x)=0 almarak ve

M
u(x) U, (x,co)=uy(x)+ Z“m(x)
m=1
denklemini kullanarak
U,(x,¢c,) =uy(x)+u,(x) = —CO\/Z
U,(x,c,) = —%co(4+3c0)\/x_,

Us(x,¢y) = _%co (4+ 6C02 )\/;U4 (x: Co) = _%Co (32 +72¢, + 72602 + 27003 )\/x_a

M
elde edilir. Bu yolla u,(x),i =1,2,3,... parametresi c,’1 segerek U, (x) = Zum (x) ‘e

m=0

variriz.[31] Bu yakin analitik ¢6ziimdiir. ¢,’in gecerli alanim1 almak i¢in, yakinsama

U, (x)’te M sonsuza gider. u(1), u'(1) ve u"(1) asagida grafik de gosterelim.
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Sekil 6: ¢, egrisinin grafigi

Grafik ten c¢,icin gegerli bolgeyi belirlemek kolaydir. Ayrica

U, (x) = Z u, (x)

hatas1 asagida grafik te gosterilir.
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[
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Ornek 4.7

Son olarak, asagidaki lineer olmayan volterra integral denklemini ele alalim.[31]
. 1 1 . t o
u(x)= Ismx+—x——sm2x+ju (t)dt
0 2 4 0
u(x) =sinx tam sonucudur. Bu durumda, yiliksek mertebeden deformasyon denklemi

u, (x)—1- xm)(sin X +%x—%sin 2x)
u, (x)—x,u, (x)=C, o
+ jo[zu SOu,, (z)]dt

dir. u,(x) = 0i diger orneklerde oldugu gibi alirsak

U,(x,c,) :%CO(—Zx—4sinx+sin 2x),

1 : .
U,(x,c,) = Zco(Z+co)(—2x—4s1nx+sm2x),

elde edilir. Buda asagida grafik de ¢, egrisini u(x/4),u’'(0) ve u"(x/6) degerleri i¢in

¢izilmistir.

L0 T T T T T
SE T .
- 1 y 1 T

I. .
1.0} L — .
/'_,z"f , s
E /) - TTERN ]
05F /1 ! . 5
» .'I o L1 B
! L
| -\
ooFt ! \ | . 4]
I | | : i ]
)
I ! \ e

=5} f - i =

__l -‘I -I Iy i i i 1 i i i i 1 i i i i 1 i i i i 1
=20 =1.5 =10 =15 0.0

Cp-Curvie

Sekil 7: ¢, egrisinin grafigi
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¢, yakinsama parametresi [-1.2,-0.5] elde edilir.
|UM (x)—sin x|

denkleminde M=10 secip, ¢, yakinsama paremetresi ile hata grafigini asagida grafik de

gosterelim.

0.0004

(L0002

Eiroi

=000

CLOCH = —

={.0004

Ornek 4.8

Asagidaki ikinci tiirden lineer Fredholm integral denklemini tam sonucu ile ele
alalim.[30]

u,(x)=x> ve u,(x)=-x+x’+x°

u (x) =g, (x)+ Jl‘ (x—1)u,(t)dt + j.(x —1)’u, (t)dt

u,(x)=g,(x)+ j.(x — 1) u, (t)dt + j(x —t) u, (t)dt
Buradan

NESERNIIE

ve
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141 3, 23, 1,
X)=————Xx+—X +—x" ——x
&M="30750" 20" Tt 3

elde edilir.
Ornek 4.9

Asagidaki ikinci tiirden lineer Volterra integral denklem sistemini ele alalim.[30] Bu
sistemin tam ¢oziimleri u,(x)=x, u,(x)=x" -1, u,(x)=2x"+3 ve u,(x)=x"—-5dir.

Buradan

u(x)=-x—x+ ]i(u2 () +u, (t))dt

u,(x) = %xs —%x“ —%x3 —3x’ —1+]£((x—1)ul(t)+ tu, (1) —xu4(t))dt

10 (x) =%x6 —%f +2x° +3+j((x—t)ul(t)—3t2u4(t))dt
0

u,(x)=x"-5+ I(2x —3t)u, ()

elde edilir. Bu denklem sisteminin sonuclar1 asagida Grafik 2, Tablo 2 te sunulmustur.

T e e T i o o
1.51
1.0F .

0.5}

W

0.0
~05} ]

']'”._'j__t. T 20  -15  -10  -0%5 00 05

h

Grafik 2. 10. yaklasimin HAM ¢6zimniin 7 grafigi
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lluy q0(xi: —1.001)| [luz 10(xi; —1.001)|| Jlus 10(xi; —1.001)]| [lug 10(xi; —1.001)]]

Xi

0.1 213718 x 107 333067 x 100" 444089 x 107 0

0.2 255906x 100% 275335x 10" 222045x 107" @

0.3 397460 x 107* 1.08802 x 107 488498 x 107 177636 x 1071
04 357381 x107* 238143 x 10" 781597 x 10°"* 7.28306 x 10714
05 245137 x 1072 9.09495 x 10~  1.02318 x 1072  6.37712 x 10713
0.6 1.29829 x 10~ 1.20726 x 10712 8.66995 x 1072  1.29408 x 1012
07 5.76846 x 10~ 1.57367 x 10~"' 589857 x 10"  1.55573 x 10~
08 1.47747 x 1070 1.38427 x 107  3.62262 x 10~'°  1.80762 x 100
09 1.38152x 107 739339 x 107 1.83268 x 107  1.28539 x 107
1 418663 x 107" 271490 x 107 7.25203 x 100%°  7.51965 x 1079

Tablo 2 Ornek 2’nin HAM ¢oziimiiyle elde edilen mutlak hatalar

Ornek 4.10

Asagidaki ikinci tiirden lineer olmayan Fredholm integral denklemini ele alalim
u (x)=x ve uy(x)=x’

1
u(x)=x —%e‘x + I e “u, (H)u,(¢)dt
0
1

u,(x)= x> —%e‘x + J e “u’ (Hu, (t)dt

0

Sonuglar grafik 3 ve 4 ve tablo 4 te gosterilmistir.[30]

]

3
LINSELE T ALESLOL L F B BN S E FESE N R R
|

0

R SN N N WA T A |

Grafik 3 10. yaklasimin HAM ¢éziminin % grafigi
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Grafik 4 Ornek 3 iin HAM ¢oziimiiniin 7= -1.355 gore sonuglarinin karsilastiriimas.

[|eg 5 imi; —1.355) |Jugsix; —1.355))

fluy s — 100

"l-l!?_s.[.’i]'. — 1l

01
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
07
0.8
0.9

2.67453x 10~
2.42009 % 1077
2.18975 % 10~
1.98139x 107"
1.79280 % 10~%
1.62219x 10~
1.46785 = 10~
1.32818 % 10°™
1.20179x 107
1.08739x 107

3.40009 = 10~%
3.07653 % 10~
2.78376 % 1079
251885 1070
2.27915x 1078
2.06226 < 107™
1.86601 = 10~
1.68844 « 109
1.52776 x 10~
1.38237 x 1079

5.88009 x 10~
5.32053 x 107~
481421 1070
4.35608 x 10~
3.94154 % 107"
3.56646 x« 107
3.22706 x 10~
2.91997 = 10~
264210 % 107
2.39067 = 10™

5.53505 x 107"
5.00832 x 107 ™
453171 < 107
4.10046 = 107"
3.71025 x 107 ™
335718 < 107
3.03770 % 1070
2.74862 x 107"
2.48706 = 107
2.25038 < 107

Tablo4 Ornek 3 iin mutlak hata tablosu

Ornek 4.11

Asagidaki lineer olmayan ikinci tiirden Volterra integral denklemlerinin

u,(x)=Ln(x), u,(x) =x ve uy(x)=x’

tam sonuglarini ele alalim.[30] Bu denklemlerden

u,(x) = Ln(x)—2x*Ln(x) + Iul (t)u, (t)dt

u,(x)=x+ % x° (1 — 6Ln(x)) + j:tul () (t)dt

15

1y (x) = x° FRLIPE —% j tu, () (£)dlt
0

elde edilir.[30]
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Bu sonuglari grafik 5 te gosterelim

B

W

0

Grafik 5 10. yaklasimin HAM ¢ézimiinin 7 grafigi

L[ AN B . e e e R

S - —

P PSS -

PR S

1, 10(xi; — 1)

Itz 10 (xis =10

|3 10 (xi; — 1)

[tig,10(xi: — )|

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

4.03982 < 1071°
4.23078 < 107
5.64349 x 10~%
3.09836 % 1079
9.89704 x 10~%
2.07576 x 10~%
2.91081x 10~
3.05208 x 1079
7.91326 x 10~%
4.65729 % 1079

2.10248 x 1079
9.35693 x 107
6.61253 x 1077
1.96274 % 107%
3.19568 x 10~%
4.03034 % 107%
1.13632 %< 107
4.34294 % 107%
9.14178 x 107%
7.00103 %< 107%

3.43268 x 10~ 1!
3.46880 x 107 %°
3.67270x 1078
475655 x 10708
1.10633 x 10796
9.19497 x 10706
4.14368 < 1095
1.29228 x 1004
2.89402 x 10724
3.79938 x 104

1.33485 x 10712
1.37972 x 107
1.80500 x 10~
9.65807 x 10~%7
3.02059 x 109
6.64654 x 10~%
1.37740 x 10~%
4.33171x 107%
1.87052 x 107
7.62014 x 107%

Tablo3 Ornek 4 {in mutlak hata tablosu



5.BOLUM

TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada lineer ne lineer olmayan integral denkelemlerin ¢oziimleri bulunurken
Homotopi Analiz Metodu (HAM) ile gercek coziime yaklasik ¢oziimler bulundugu
gosterildi. Ayrica integral denklem c¢esitleri ve integral denklemlerin ¢6ziim yollar

incelenmistir.

Homotpi Analiz Metodunda bulunan sonuglar, gercek ¢dziimler ve hata analizi tablolari
halinde verilerek daha kolay karsilagtirma yapilmast saglanmistir. Tablolar

incelendiginde birbirine ¢ok yakin sonuglar elde edildigi goriilmektedir.

Sonug olarak Homotopi Analiz Metoduyla ¢6ziilen linner ve lineer olmayan integral

denklemlerin ¢6ziimiiniin de ger¢ek ¢oziimlere olduke¢a yaklasildigl gozlemlenmistir.
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